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Lista symboli

X1, X2, X3
h
qo

Qla QZ

., 1,

wspolrzedne prostokatne

grubosc plyty

nat¢zenie obcigzenia cigglego

modut sprezystosci przy rozcigganiu i §ciskaniu

wspotczynnik Poissona

sztywno$¢ zginania plyty

ugiecie plyty

katy obrotu normalnych do powierzchni srodkowej ptyty
momenty zginajace odniesione do jednostki dtugosci przekrojow
prostopadlych odpowiednio do osi x4 1 x5

moment skrecajacy odniesiony do jednostki dtugosci przekroju pro-
stopadtego do osi x;

sity poprzeczne rownolegte do osi x3, odniesione do jednostki dtu-
gosci przekrojow prostopadtych do osi x4 1 x;

uogolnione sity tnagce rownolegte do osi x3, odniesione do jednostki
dtugosci przekrojow prostopadtych do osi x4 1 x,
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1. Wstep

1.1. Wprowadzenie do tematu pracy

Plyty sg szeroko stosowane jako elementy konstrukcji budowlanych i inzynier-
skich. Ze wzgledu na wlasciwosci mechaniczne mozna je podzieli¢ na trzy zasad-
nicze grupy: izotropowe, ortotropowe oraz anizotropowe. Ze wzgledu na ksztatt
rozroznia si¢ ptyty: prostokatne (w tym kwadratowe), nieprostokatne (trojkatne,
rownolegloboczne, trapezowe itp.) i krzywoliniowe (np. koliste, eliptyczne).

W zaleznosci od stosunku grubosci do mniejszego z wymiard6w wyrdzniamy
plyty cienkie, $redniej grubosci i grube. Za plyty cienkie uwaza si¢ ptyty, w kto-
rych stosunek h/l < 1/10, gdzie h jest gruboscia plyty, natomiast [ jest mniej-
szym z wymiarow jej ptaszczyzny srodkowej. Ptyty sredniej grubosci sg to plyty,
w ktorych 1/10 < h/l < 1/4.

Wszystkie modele plyt s3 modelami dwuwymiarowymi. Teorie ptyt dwuwy-
miarowych mozna podzieli¢ na dwa typy: (1) klasyczng teori¢ ptyt, w ktorej po-
mija si¢ efekty odksztatcenia poprzecznego oraz (2) teori¢ ptyt odksztatcenia po-
przecznego [159].

Najprostszg teorig plyt jest klasyczna teoria ptyt (ang. classical plate theory,
CPT), zwana rowniez teorig ptyt Kirchhoffa. W tym przypadku stan przemiesz-
czen opisujg wzory [215]

aw,
u(x,y,z) = —ZW,
aWO (1 1)
vix,y,z2) = —2Z—, :
(y,0) =77

w(x,y,2) = wo(x,Y),

gdzie (u,v,w) sa skladowymi przemieszczenia wzdtuz osi wspotrzednych
(x,v,2), a wy jest ugieciem poprzecznym punktu powierzchni srodkowej
(z = 0). Pole przemieszczen (1.1) oznacza, ze linie proste normalne do
plaszczyzny xy przed deformacja, pozostaja proste i prostopadte do powierzchni
srodkowej po odksztatceniu. Zalozenie Kirchhoffa sprowadza si¢ do pomini¢cia
zar6wno poprzecznego $Scinania, jak i poprzecznego odksztalcenia normalnego,
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tzn. ze odksztalcenie jest spowodowane wylacznie zginaniem i rozciagganiem
w plaszczyznie.

Kolejng teorig jest teoria deformacji pierwszego rzgdu (ang. first-order shear
deformation theory, FSDT), znana rowniez jako teoria ptyt Mindlina, ktora bazuje
na polu przemieszczen

u(x,y,z) = z¢x(x,5),
v(x,y,2) = 2y (x,¥), (1.2)
w(x,y,2) = wo(x,y),

gdzie ¢y, ¢, 0znaczaja obroty odpowiednio wokot osi y i x. FSDT rozszerza kine-
matyke klasycznej teorii ptyt poprzez uwzglednienie w zatozeniach kinematycz-
nych odksztalcenia poprzecznego §cinania, tj. zaktada, ze poprzeczne odksztatce-
nie $cinajace jest stale w odniesieniu do wspotrzednej osi z. W teorii pierwszego
rzgdu wspotczynniki korekcji Scinania sg wprowadzane w celu skorygowania roz-
biezno$ci miedzy rzeczywistymi rozktadami poprzecznych sit §cinajacych, a tymi
obliczonymi przy uzyciu relacji kinematycznych FSDT. Wspoétczynniki korekcji
$cinania zalezg nie tylko od parametrow geometrycznych, ale takze od obcigzenia
i warunkow brzegowych plyty. Zarowno w CPT, jak i FSDT stosuje si¢ zatozenie
ptaskiego stanu napre¢zenia i uzywa si¢ zredukowanej postaci prawa konstytutyw-
nego do plaskiego napre¢zenia.

' undeformed

Rysunek 1.1: Geometria ptyty w rédznych teoriach

Teorie drugiego i wyzszych rzgdow wykorzystuja wielomiany wyzszego rzedu
do rozszerzania sktadowych przemieszczenia po grubosci ptyty. Dodatkowe nie-
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wiadome wprowadzane w tych teoriach sg trudne do interpretacji w kategoriach
fizycznych. Teoria drugiego rzgdu (ang. second-order shear deformation theory,
SSDT) z poprzeczng nierozciggliwoscia opiera si¢ na polu przemieszczen

u(x,y,z) = z¢(x,¥) + 24P (x, ),
v(x,y,2) = 26y (x,¥) + 2%y (%, ), (1.3)
w(x,y,2) = wo(X,y).

Opisane powyzej teorie zostaly przedstawione graficznie na rys. 1.1 zamiesz-
czonym w [159].

W budownictwie najszerzej wykorzystuje si¢ cienkoscienne konstrukcje pty-
towe. Teoria Kirchhoffa [98] jest podstawa inzynierskich projektéw i rozwigzan
takich konstrukcji. Jest to przyblizona teoria deformacyjna rzedu zerowego. Glow-
nym mankamentem teorii Kirchhoffa jest sprzeczno$¢ migdzy liczbg warunkow
brzegowych, a rzedem podstawowego rownania rézniczkowego. W teorii Kirch-
hoffa bierze si¢ pod uwage tylko trzy (z szeSciu) rownan fizycznych, a pozostate
sktadowe tensora naprgzen okresla si¢ z rOwnan réwnowagi. Teorie deformacyjne
wyzszych rzedow na przyktad Timoszenki, Reissnera-Mindlina itp. sg pozbawione
tych niescistosci.

Zgodnie z klasyfikacja zaproponowana przez Z. Kaczkowskiego [96] teorie
plyt dzieli si¢ na dwie zasadnicze grupy [219]: asymptotyczne i techniczne. Bu-
dowa teorii asymptotycznych polega na sprowadzeniu tréjwymiarowych rownan
teorii sprezysto$ci do dwuwymiarowych poprzez rozwinigcie funkcji ugiecia ptyty
w szeregi potegowe po grubosci. W teoriach technicznych sprowadzenie trojwy-
miarowego stanu ptyty do dwuwymiarowego polega na przyjeciu pewnych zato-
zen co do rozkladu naprezen lub przemieszczen po grubosci plyty.

W wielu przypadkach teoria Kirchhoffa daje uzasadnione wyniki z wystarcza-
jaca dla celéw praktycznych doktadnoscig i prawidtowo opisuje rozktad naprezen
1 przemieszczen po grubosci ptyty. Opiera si¢ ona na liniowym rozkladzie prze-
mieszczen po grubos$ci ptyty. Przy tym zalozeniu rozktad naprezen tnagcych mozna
opisa¢ funkcja kwadratowa o miejscach zerowych na powierzchniach ptyty.

Dla poréwnania teoria Reissnera-Mindlina [59] teZ opiera si¢ na liniowym roz-
ktadzie przemieszczen, lecz daje nieprawidlowy (staty) rozktad naprezen tnacych
po grubosci plyty, co skutkuje tym, ze powierzchnie ptyty sa obcigzone sitami tng-
cymi [164]. Teorie wyzszych rzgdow deformacji jak na przyktad teoria Christen-
sena [122, 123, 124, 188, 100], Timoszenki [204, 187, 157, 215] i inne sa bardziej
doktadne pod wzgledem kinematycznym (lepiej opisujg kinematyczne zachowa-
nie konstrukcji), lecz zawieraja momenty wyzszych rzedow, ktore sg trudne do in-
terpretacji fizycznej. Dlatego teorie wyzszych rzgdow deformacji nalezy wykorzy-
stywac tylko wtedy, gdy jest wymagana bardzo doktadna analiza stanu naprezen
w ptytach [165]. Przy analizie konstrukcji inzynierskich zwykle takiej potrzeby
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nie ma. W zwiazku z tym teorie deformac;ji ptyt rzedu zerowego wymagajg znacz-
nie mniej czasu i naktadow obliczen komputerowych, zapewniajac wystarczajaca
doktadnos¢ opisu dla ptyt cienkich 1 umiarkowanie grubych. Teorie wyzszych rzg-
doéw daja niewielka poprawe rozwigzan w porownaniu do teorii rzedu zerowego,
lecz ze wzgledu na skomplikowang strukture, moga prowadzi¢ do zwigkszenia
btedéw obliczeniowych [215].

W modelach ptyt grubych wszystkie wymienione powyzej efekty sg uwzgled-
nione. Tylko warunki brzegowe, podobnie jak w poprzednich modelach, spetniane
sg na pobocznicy plyty w sposob catkowy.

Zauwazmy, ze dokladne rozwigzanie problemow brzegowych teorii ptyt jest
mozliwe tylko w najprostszych przypadkach. Dotychczas opracowano wiele
metod do rozwigzania ptyt cienkich, ktére mozna rozdzieli¢ na dwie zasadnicze
grupy: analityczne [194, 153, 204, 205, 202, 96, 163, 27] i numeryczne [153, 71,
190, 218, 99, 14, 189]. Metody analityczne sa doktadniejsze niz numeryczne, ale
umozliwiajg rozwigzanie problemow brzegowych ptyt o matej liczbie nieznanych
parametrow 1 ograniczonych konturami kanonicznymi takimi jak: kwadrat,
prostokat, trojkat, okrag czy elipsa. Metody numeryczne pozwalaja natomiast
w przyblizony sposob rozwigza¢ ptyty dowolnej konfiguracji [99], dla ktérych
rozwigzania analityczne nie istniejg. Rozwigzania te co prawda realizuje si¢
kosztem istotnego zwigkszenia liczby nieznanych parametréw co prowadzi do
wydhuzenia czasu obliczen i nagromadzenia bledow obliczeniowych. W chwili
obecnej klasyczne metody numeryczne osiagnely kres swoich mozliwosci.

Wsréd metod numerycznych najbardziej rozpowszechniona jest metoda ele-
mentow skonczonych (MES) i metoda elementéw brzegowych (MEB) [137]. Ba-
dania nad tymi metodami mozna umownie podzieli¢ na: teoretyczne (zwiazane
m.in. z budowg modelu elementéw skonczonych) i stosowane (zwigzane z wy-
korzystaniem metody do rozwigzywania skomplikowanych probleméw technicz-
nych).

1.2. Aktualnos$¢ tematu

W zwigzku z tym, ze w budownictwie najczesciej stosuje si¢ elementy cienko-
$cienne, do ich rozwigzania wykorzystuje si¢ teori¢ Kirchhoffa. Bez wzgledu na
wymienione powyzej ograniczenia tej teorii w wielu przypadkach daje one uza-
sadnione i wystarczajace dla praktyki rezultaty i doktadnie opisuje zachowanie
konstrukcji ptytowe;.

Oproécz swojej naturalnej prostoty i niskich kosztow obliczeniowych, teoria
plyt rzedu zerowego czesto dostarcza wystarczajaco doktadnego opisu globalne;j
odpowiedzi dla ptyt cienkich do $rednio grubych. Teorie wyzszych rzedow daja
maly wklad w zwigkszenie doktadno$ci rozwigzania w poréwnaniu z kosztem
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znacznego wzrostu wysitku obliczeniowego. Stad wybor teorii Kirchhoffa do ana-
lizy cienko$ciennych konstrukcji inzynierskich jest catkowicie uzasadniony.

W ostatnich latach opracowano wiele metod pozbawionych wad klasycznych
metod numerycznych. Tworzg one oddzielng grupe metod nazwanych metodami
analityczno-numerycznymi. Czg¢$¢ rownan teorii ptyt tej grupy metod rozwigzuje
si¢ w sposob analityczny, a pozostata czgs$¢ przy pomocy procedur numerycznych.

Opracowana w Rozprawie Doktorskiej metoda [55, 246, 173, 46] nalezy do
tej grupy, wiec wybrany temat Rozprawy Doktorskiej i metoda rozwigzywania
cienkich plyt izotropowych sg aktualne i wazne z praktycznego punktu widzenia.

Zaznaczmy, ze podstawowe zalozenia tej metody zostaly opisane w pracach
Promotora [39, 40].

Jak podkreslono w monografii [219], nie ma uniwersalnych modeli, a poszcze-
goblne problemy mechaniki nalezy rozpatrywac¢ w ramach odpowiednio dobranych
teorii, kierujac si¢ zarowno przestankami o charakterze fizycznym (zakres stoso-
walnosci), jak i np. mozliwos$cig stosowania procedur numerycznych. Celowos$é
formutowania teorii plyt, jako mechaniki struktur powierzchniowych, zostata wy-
kazana zarowno od strony teoretycznej jak i w ramach zastosowan zgodnie z teza
przedstawiona w nastgpnym podrozdziale.



2. Analiza literatury

2.1. Modele plyt

Formutowanie problemu teorii ptyt odbywa si¢ zwykle za pomoca jednej
z trzech technik: uktadu réwnan rézniczkowych rownowagi, podej$cia wariacyj-
nego i metody rownan catkowych. Poszukiwanie metod rozwigzywania rownan
rozniczkowych réwnowagi wplywa na rozwoj metod analitycznych. Metody
numeryczne s3 bezposrednio zwigzane z podejSciem wariacyjnym.

W chwili obecnej literatura zwigzana z teorig plyt jest bardzo obszerna. Mate-
riat z tego tematu podano w monografiach: G. Jemielity [88, 89] obejmujacej okres
od 1789 do 1988 roku, Z. Kaczkowskiego [96], Cz. Wozniaka [219], W. Nowac-
kiego [141], J.N. Reddy’ego [158] i wielu innych autorow [81, 82, 65, 264, 263,
234,236, 240, 241, 254, 38, 235, 57, 209, 67, 133, 3, 206].

Model Kirchhoffa [96] jest najstarszym i najprostszym modelem ptyt cien-
kich, w ktérym przyjmuje si¢ jako podstawowy liniowy rozktad przemieszczen,
a co za tym idzie i napr¢zen po grubosci plyty. Natomiast §cinanie poprzeczne
uwzglednia si¢ w nim jako efekty drugorzedne. W roku 1888 teoria Kirchhoffa
zostata uogoélniona przez Love’a [126] na teori¢ powlok i teraz nosi nazwe teorii
Kirchhoffa-Love’a [105].

W modelach ptyt sredniej grubosci uwzglednia si¢ Scinanie poprzeczne, lecz
pomija si¢ Sciskanie plyty, tj. zaktada si¢, Ze przy zginaniu przemieszczenia plyty
po grubosci nie zmieniajg si¢, podobnie jak ma to miejsce w modelu ptyty cienkiej.
Ciekawy model plyty sredniej grubosci opracowat G. Jemielita [87].

W chwili obecnej matematyczne modele plyt i metody ich rozwigzywania sa
znacznie rozwinigte. Nowoczesne modele ptyt bazuja na réznych zatozeniach od-
no$nie rozktadu obcigzen i przemieszczen po grubosci plyty.

Z. Kaczkowski dzieli [96] wszystkie teorie ptyt na techniczne i asymptotyczne.
W zaleznosci od tego jakie wielko$ci (przemieszczenia czy naprezenia) wybrano
jako podstawowe, teorie techniczne dzielg si¢ na kinematyczne i statyczne. Ki-
nematyczne modele plyt zapoczatkowal S. Timoszenko [201] w roku 1921, roz-
wigzujac belke z uwzglednieniem efektow $cinania poprzecznego. Przyjmujac,
ze belka znajduje si¢ w plaskim stanie napr¢zenia, a naprezenia tngce Oy, 0y,
zmieniajg si¢ w sposob ciagly po grubosci belki parabolicznie, otrzymal wyraze-
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nie na ugiecie belki w postaci liniowej kombinacji harmonicznej i biharmoniczne;j
funkcji. Podejscie statyczne opracowat E. Reissner [169] w 1944 roku. Oba wa-
rianty teorii sg przyblizone i moga by¢ stosowane do ptyt, w ktorych grubos¢ nie
przekracza 1/3 mniejszego z wymiarow.

Najobszerniejszy zakres opracowan stanu naprezen i przemieszczen w ply-
tach izotropowych o réznych konfiguracjach podano w monografiach K. Girk-
manna [65], S. Timoszenki i Wojnowskiego-Krigera [205], V. Bidermana [237]
1 J.N. Reddy’ego [164]. W znacznie mniejszym stopniu zbadane sg plyty ortotro-
powe o roznych ksztattach [81, 254, 255, 234].

W pracy przegladowej [144] zdefiniowano ptyty cienkie [24], oméwiono kla-
syczng teori¢ ptyt [23] oraz dokonano analizy plyt prostokatnych [20] i kotowych
[19]. Dokonano rowniez wprowadzenia do przyblizonych metod analitycznych
takich jak metoda Rayleigha-Ritza i Galerkina oraz numerycznych [22].

Druga czegs¢ [145] ww. pracy dotyczy ztozonych efektow i odpowiadajacych
im teorii, takich jak plyty anizotropowe [21], warstwowe [25], teorie wyzszych
rzedow [26].

Wspdlczesny rozwdj teorii plyt anizotropowych zapoczatkowat T.M. Huber
[81, 82, 83]. Dalszy rozwoj teorii Hubera otrzymano w pracach S. Lechnitskiego
[254, 255], S.A. Ambartsumyana [234, 264]. Ptyty anizotropowe ukosne analizo-
wat Z. Kaczkowski [96]. Analizg warunkoéw brzegowych na krawedzi anizotropo-
wej plyty podano w pracy J.E. Ashtona [5].

Modele przemieszczeniowe

Podejscie opracowane przez S. Timoszenke stato si¢ podstawg budowy prze-
mieszczeniowych modeli ptyt [240, 255, 238]. Szereg interesujacych rezultatow
otrzymanych w ramach tych teorii opisano w monografii [260].

W ramach modelu przemieszczeniowego B.F. Wtasow [240] przyjat zatozZenia,
ze w wyniku deformacji plyty odksztalcenia zmieniajg si¢ po grubosci ptyty para-
bolicznie. Stosujac wariacyjna metodg Lagrange’a otrzymano uktad trzech rownan
rozniczkowych na nieznane funkcje ugiecia i dwdch katow obrotu. Ustalono, ze
ugiecie plyty swobodnie podpartej w ramach danej teorii rozni si¢ od ugiecia ptyty
wg Kirchhoffa 0 38 % i tylko o 5 % od rozwiazania doktadnego.

Jak pokazat L. Goldenvejzer [241] na skutek dopuszczonych niedoktadnosci
o charakterze merytorycznym, hipoteza przyjeta przez B.F. Wiasowa [240] nie
jest uzupetniajgca i ma ten sam stopien btedu jak teoria E. Reissnera. Wobec tego
rdznica pomi¢dzy opracowang teoria, a teorig Reissnera wynosi tylko 8 %.

Podobny model opracowali M. Szeremetjev i B. Pelech [265, 260] przyjmujac
liniowy rozktad przemieszczen po grubosci ptyty. Natomiast I. Prusov [263] przy-
jat nieliniowy rozktad przemieszczen po grubosci ptyty. Stosujac podejscie bezpo-
srednie otrzymano model, w ktorym naprezenia tnace sa zerowe na powierzchni
plyty.
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S.A. Ambartsumyan [234] uog6lnit model ptyty Sredniej grubosci na ptyty ani-
zotropowe. Teorie kinematyczne, w ktorych przyjmuje si¢ rozne rozktady prze-
mieszczen po grubosci ptyty, przedstawiono w pracy [179].

Szereg interesujacych rezultatdw otrzymanych w ramach modeli kinematycz-
nych uogdlniono w monografiach [257, 234].

Na podstawie wariacyjnej zasady Lagrange’a Kujawski [102] stosujac zasade
prac wirtualnych otrzymat réwnania teorii zginania grubych ptyt ortotropowych,
w ktorych sktadowe wektora przemieszczen wyrazaja si¢ przez sze$¢ dowolnych
funkcji.

W modelu opisanym w artykule [177] dwuwymiarowa, ulepszona teoria plyt
jest uzywana do analizy ptyt grubych na podlozu Winklera. Teoria zawiera tylko
dwa nieznane parametry i zapewnia paraboliczny rozktad przemieszczen po gru-
bosci ptyty, co automatycznie spelnia warunki zerowe dla napr¢zen tnacych na
powierzchni plyty bez wykorzystania mnoznika korygujacego.

W artykule [64] opracowano przeglad ulepszonych modeli przemieszczenio-
wych $cinania ptyt warstwowych izotropowych i anizotropowych.

Geometryczna metoda dla Scistego rozwigzania plyty prostokatnej umiarko-
wanie grubej, w ktorej dwie krawedzie sa swobodnie podparte, zostata wyprowa-
dzona w pracy [226]. Podstawowe rownania ptyty zostaly przeksztalcone w row-
nania kanoniczne Hamiltona przed rozdzieleniem zmiennych.

Modele napre¢zeniowe

Podejscie naprezeniowe do budowy teorii ptyt zapoczatkowat E. Reissner
[169, 170]. Przyjat on liniowy rozktad naprezen normalnych i stycznych po
grubosci plyty, a takze zatozenie o prostoliniowo$ci normalnej do ptaszczyzny
srodkowej plyty [169]. Na podstawie wariacyjnej zasady Castigliano otrzymat
teori¢ zginania plyt izotropowych, z uwzglgdnieniem efektow wplywu naprgzen
tnacych. Pozniej rozwingt opracowang teori¢ na plyty poprzecznie-izotropowe
[168]. E. Reissner [167] opracowat rowniez deformacyjny model ptyty $redniej
grubosci pierwszego i drugiego rzedu. Analogiczny model naprezeniowy plyty
$redniej grubo$ci opracowal A. Green [69] w roku 1949.

Poréwnanie rezultatow teorii ptyt grubych, Reissnera i ptyt cienkich podano
w artykule [80].

Ustalono, ze ugiecie (wg Reissnera) zgadza si¢ z ugieciem $srodkowej po-
wierzchni plyty grubej. Gdy § = h/a < 0,1 to ugigcie powierzchni gornej, dolne;j
i srodkowej ptyty pokrywaja sie. Jesli § < 1/7, to ugiecie ptyty nie zmienia sie.

Stabg strong teorii E. Reissnera [169, 170], jak wykazat L. Goldenvejzer [241],
jest to, ze uwzglednia ona efekty zwigzane z niejednorodnoscia pola napr¢zen
w poblizu krawedzi wychodzac z hipotez prawidtowych w oddaleniu od tej kra-
wedzi. Inng wada teorii Reissnera jest to, ze niemozliwe jest uzyskanie $cistego
rozktadu przemieszczen po grubosci ptyty.
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Do rozwigzania ptyty Reissnera stosuje si¢: metody wariacyjne [195],
podwadjne szeregi Fouriera [216], jak rowniez metode Lévy’ego [212]. Tg metoda
rozwigzano ptyte prostokatng izotropowa obcigzong rdéwnomiernie, ktorej dwie
krawedzie sg swobodnie podparte, a pozostate dwie zamocowane w dowolny
Sposob.

W pracy [236] w ramach teorii cienkich ptyt Kirchhoffa [98] autorzy stosu-
jac metode zespolonych potencjatow S. Lechnickiego, otrzymali rozwigzanie nie-
skonczonej ptyty anizotropowej z otworem eliptycznym pod obcigzeniem skupio-
nym.

Zaznaczmy, ze teori¢ Reissnera mozna stosowaé tylko dla ptyt matej i $red-
niej grubosci, gdy stosunek grubosci plyty do jej szerokosci nie jest wiekszy od
0,05. W przypadku ptyt grubych daje ona istotne biedy. Jezeli ten stosunek jest
wiekszy od 0,4, to ugiecie plyty okreslone wg teorii Reissnera prawie pokrywa
si¢ z ugigciem powierzchni srodkowej plyty grube;.

W pracy [166] zaproponowano wariant teorii ptyt grubych. Rozwigzanie uzy-
skano metodg réznic skonczonych i wariacyjng metodg Ritza. Dla plyt cienkich
rezultaty zgadzajq si¢ z klasyczng teorig Reissnera i rozbiegajg si¢ wraz ze zwigk-
szeniem h/a, nawet dla h/a = 0,1. Najmniejsze rezultaty daje teoria Reissnera,
a najwicksze zaproponowany wariant teorii. Uwzglednienie napr¢zenia o33 istot-
nie wptywa na wielko$¢ ugiecia ptyty.

V.P. Berdyczewski [236] ustalit, Zze energia potencjalna ptyty (wg Reissnera)
jest dolng granicg energii sprezystej odksztatcenia ptyty grubej i zmierza do ana-
logicznej wielko$ci (wg Kirchhoffa) w przypadku nieskonczenie cienkiej ptyty.

W przypadku plyty okragtej zamocowanej na konturze oraz obcigzonej sila
skupiong przylozona w §rodku, teoria Reissenra daje rezultaty, ktore r6znia si¢ od
odpowiednich rezultatéw teorii Kirchhoffa ok. 4,4 % dla ugigcia, ok. 10,4 % dla
momentow i 23 % dla sit tnacych przy stosunku h/a = 1/10.

Dalszy rozwoj teorii E. Reissnera wprowadzono w pracach Goldenvejzera
[241], Hartranfta i Siha [262, 78], Tanno [197], Szleniewa [266] i innych autorow,
gtéwnie poprzez modelowanie roznych rozktadéw naprezen po grubosci plyty.

Goldenvejzer zaproponowat stosowanie nieliniowego rozktadu napr¢zen po
grubosci plyty spetniajgce rownania réwnowagi. Konkretny sens funkcjom wcho-
dzacym do rownan teorii Goldenvejzera nadali Hartrnaft i Sih [78], przyjmujac,
ze rozktad napr¢zen normalnych o,, po grubosci plyty opisuje pewna funkcja
f(z), a rozktady naprezen tngcych oy,, gy, normalnych oy, 0y, i stycznych
Oxy Opisuja jej pochodne. Funkcja f(z) okreSlana jest z warunku ptaskiego stanu
odksztalcenia.

W ramach teorii Reissnera-Mindlina otrzymano [212, 181, 104] ogdlne réwna-
nia rozniczkowe zginania liniowo sprezystych ptyt. Metoda Lévy’ego rozwigzano
plyte prostokatng obciazona rownomiernie. Dwie przeciwlegle krawedzie plyty sa
swobodnie podparte, a dwie pozostate zamocowane dowolnie.
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Poprawno$¢ stosowania teorii Reissnera do rozwigzania zagadnien brzego-
wych teorii sprezystosci ciala izotropowego uzasadnia si¢ w pracy [197] z pozycji
teorii trojwymiarowych. Gruba prostokatna ptyta Reissnera obcigzona dowolnie
rozwigzana zostata metoda podwojnych szeregdw Fouriera [216].

2.2. Metody rozwigzywania plyt

Rozwigzanie plyt cienkich jest rOwnoznaczne rozwigzaniu przemieszczenio-
wego rownania rownowagi plyty przy odpowiednich warunkach brzegowych.

W literaturze dostepne sa ré6zne metody rozwigzywania plyt cienkich jedno-
rodnych, ktore mozna podzieli¢ na dwie zasadnicze grupy: metody analityczne
inumeryczne [71, 153,262, 153,219,194, 190, 161, 154, 230]. Ich analiz¢ podano
w fundamentalnej monografii pod redakcjg Cz. Wozniaka [219] oraz monografii
[99].

Do metod analitycznych zaliczamy metody: Ritza-Timoszenki [235, 204]
i Bubnowa-Galerkina [261, 251], metode Naviera, pojedynczych i podwdjnych
szeregow trygonometrycznych [139], metode Lévy’ego szeregow funkcjonal-
nych [107], metod¢ zmiennej zespolonej Kotosova-Muscheliszwilego [259]
i transformacji catkowej, rownan catkowych i réwnan brzegowych [220], matego
parametru [250], splajn-funkcji [70, 244, 247, 252, 161, 11] rozszerzenia obszaru
[235].

2.2.1. Metody analityczne

W monografii O. Dabrowskiego [38] podana jest analiza matematyczna
najczesciej stosowanych analitycznych metod rozwigzywania ptyt prostokatnych
i kotowych. W szczegolnosci wymienione sg metody: Fouriera, Ritza-Timoszenki
i Bubnowa-Galerkina, Naviera i Lévy’ego. Podano sze$¢ typowych przyktadow
podparcia ptyt, ktore mozna rozwigza¢ stosujac metod¢ Lévy’ego. Metody
analityczne dzielimy na bezposrednie, wariacyjne i specjalne [88]. Istote metod
wariacyjnych opisano w monografii [162].

Metody bezposrednie

Do metod bezposrednich zaliczamy: metody szeregéw trygonometrycznych
[204], Naviera [139] (metoda pojedynczych i podwdjnych szeregdw trygonome-
trycznych), metoda szeregéw funkcjonalnych Lévy’ego [107, 204] i inne. Metoda
Naviera dotyczy tylko ptyt prostokatnych swobodnie podpartych na obwodzie
1 obcigzonych dowolnie. Metoda Lévy’ego pozwala rozwigzaé plyte prostokatna
o dwoch przeciwleglych krawedziach swobodnie podpartych i dwoch przeciwle-
glych dowolnie zamocowanych. Metodg Lévy’ego rozwigzana zostata [84] plyta
prostokatna o dwoch przeciwlegtych krawgdziach swobodnie podpartych.
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Metody wariacyjne

Do metod wariacyjnych zaliczamy metody: Wlasowa [240], Bubnowa-Galer-
kina [261, 142], Ritza-Timoszenki [204, 261, 94], Reissnera [258].

Przy rozwiazaniu ptyt cienkich najczgsciej sa stosowane wariacyjne metody
Ritza-Timoszenki i Bubnowa-Galerkina [68, 261]. Metoda Ritza-Timoshenki [94]
opiera si¢ na rozwigzaniu rownania wariacyjnego Lagrange’a i jest rOwnoznaczna
minimalizacji energii potencjalnej uktadu na zbiorze pewnych parametrow opi-
sujacych przemieszczenia kazdego punktu ciata. Metoda pozwala w przyblizony
sposob spetni¢ rownania rownowagi i statyczne warunki brzegowe. Warunki ki-
nematyczne musza by¢ spetione ,,a priori”. Metoda Bubnowa-Galerkina na ogo6t
nie jest metodg wariacyjng i stosuje si¢ ja bezposrednio do rozwigzania rownan
roézniczkowych, w szczegoInosci rownania rownowagi.

Istota metody polega na minimalizacji r6znicy (btgdu) w réwnaniu metoda
ortogonalizacji. W rozwazanej metodzie funkcje ksztattu {X,,,}, {¥;,} musza jed-
noczes$nie spetnia¢ kinematyczne i statyczne warunki brzegowe na wszystkich kra-
wedziach plyty, co jeszcze bardziej ogranicza mozliwo$ci stosowania tej metody
do rozwigzania ptyt. Wobec tego obie metody moga by¢ stosowane tylko dla roz-
wiazania plyt prostokatnych o ciaglych warunkach brzegowych.

Metoda wariacyjna Treffza opisana zostata w artykule [79]. Artykut [85] po-
swiecono analizie zginania prostokatnej swobodnie podpartej plyty Kirchhoffa
pod obcigzeniem liniowo roztozonym.

Metody specjalne

Sposrod metod specjalnych wyrézniamy metody: kolokacji [240], metode ko-
lokacji najmniejszych kwadratoéw [16], rownan catkowych i rownan brzegowych
[141], malego parametru [250], splajn-funkcji [233, 247, 242, 243, 247] rozsze-
rzenia obszaru [235].

Przy rozwiazywaniu plyt metoda kolokacji [91, 235, 191, 240] réwnania pod-
stawowe rozniczkowe zginania plyty i warunki brzegowe spetniane sg jednocze-
$nie tylko w oddzielnych punktach. Metoda kolokacji jest bardzo efektywna me-
toda przy rozwigzywaniu ptyt o nieciggltych warunkach brzegowych [93, 92].

Przy rozwigzywaniu ptyt cienkich izotropowych do$¢ szeroko stosowana jest
metoda Kolosowa-Muskhaliszwilego [263, 261, 259], ktora sprowadza rozwiaza-
nie rownania podstawowego teorii zginania plyt cienkich izotropowych do roz-
wigzania rownania funkcjonalnego wedlug dwoch funkcji zmiennej zespolone;.
Metoda pozwala rozwiaza¢ ptyty o dowolnych ksztaltach, lecz przy stosowaniu
tej metody powstaja duze problemy ze spelnieniem warunkow brzegowych.

Metoda matego parametru [250] pozwala rozwigzaé ptyty, ktorych kontur
mato r6zni si¢ od formy kanonicznej (najczesciej kotowej czy eliptycznej).

Metoda rownan calkowych [141] polega na sprowadzeniu rownania podsta-
wowego do rownania Fredholma, ktore pozniej rozwigzuje si¢ numerycznie. Do
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rozwigzania plyt regularnych i nieregularnych stosuje si¢ takze metod¢ macie-
rzowa [1]. Analize tych metod podano w fundamentalnej monografii pod redakcja
Cz. Wozniaka [219] oraz w monografii [99].

Przy rozwigzaniu ptyt o nieciaglych konfiguracjach szeroko stosowana jest
metoda splajn-funkcji [243]. Efektywnos¢ tej metody wykazana jest w pracy prze-
gladowej [244]. Istota metody polega na tym, ze ugiecie plyty wybiera si¢ w po-
staci sumy iloczynow dwoéch funkcji, z ktorych kazda jest funkcja tylko jednej
zmiennej:

N
W= () %0, eR)
i=0

przy czym funkcje q;(x) sg nieznane, natomiast W;(y) sg zadane i wybierane sg
tak, zeby speti¢ (w oddzielnych punktach) warunki brzegowe przy y = const.
Przy pomocy tej metody rozwigzana zostata plyta prostokatna o ciagtych warun-
kach brzegowych. Pézniej Kryukov [251] stosujac metode splajn-aproksymacji
otrzymatl rozwigzanie plyty rownoleglobocznej i trapezowe;.

Ksiazki [6, 36] zostaly poswigcone metodom asymptotycznym w teorii ptyt
o mieszanych warunkach brzegowych. Potozono w nich szczegoélny nacisk na
metody sumowania, ktore wskazujg dzis na trendy w podejsciach asymptotycz-
nych. Autorzy sa przekonani, ze rewolucja komputerowa oraz rozwoj metod nu-
merycznych z masowym zastosowaniem pakietOw oprogramowania nie tylko po-
budzaja zainteresowanie badaczy metodami asymptotycznymi, ale co zaskaku-
jace, nadaja im wickszego znaczenia. Mianowicie zar6wno podej$cie numeryczne,
jak i asymptotyczne sg silnie powigzane z rozwojem mechaniki ciat statych.

2.2.2. Metody numeryczne

W odréznieniu od metod analitycznych, metody numeryczne sg mniej do-
ktadne, ale umozliwiajg rozwigzywanie ptyt o dowolnych ksztaltach, lecz kosztem
znacznego zwickszenia liczby niewiadomych. Wydtuza to czas obliczen i prowa-
dzi do kumulacji btedow obliczeniowych.

Do grupy metod numerycznych nalezg: metoda réznic skonczonych MRS
[235], metoda elementow skonczonych MES [190, 253, 61, 138, 112, 1, 262,
59, 165, 37, 172, 119, 120, 152, 153, 154, 37, 229, 232, 231, 228, 245],
globalno-lokalna rozszerzona metoda elementéw skonczonych G/XFEM [59,
97, 138, 127, 128, 130, 147, 17, 129], elementow czasoprzestrzennych MECZ
[93, 249, 148], elementdéw brzegowych [235, 190, 61, 18, 184, 138, 72, 74, 137,
30, 31, 95], brzegowych elementéw skonczonych [58], catek brzegowych [220],
skalowalnych brzegowych elementéw skonczonych [131] oraz metoda skon-
czonych granicznych elementow Treffza [150]. Metody numeryczne opisane sa
w monografiach [71, 153, 37, 135]. Porownania wybranych metod analitycznych
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i numerycznych dokonano na przyktadzie ptyt dowolnej konfiguracji w artykule
[33].

Najczesciej stosowana jest metoda elementow skonczonych [229, 172, 59, 37,
154, 151, 143], ktorej istota polega na tym, ze konstrukcje dzieli si¢ na bardzo
mate podobszary (elementy skonczone). Kazdy element posiada punkty charak-
terystyczne zwane weztami, ktore rozmieszczone sa w wierzchotkach, na krawe-
dziach oraz wewnatrz elementu skonczonego. Doktadnos¢ rozwigzania zwigksza
si¢ w miar¢ zageszczania siatki podziatu obszaru plyty.

Ugiecie punktéw wewnatrz elementu skoniczonego podaje si¢ w postaci:

N
W, %) = ) i, %) a5 2)
i=1

gdzie q; s to nieznane uogolnione przemieszczenia weztowe, a f; (x4, x,) sa funk-
cjami ksztattu elementu skonczonego. Liczba tych funkcji zawsze jest rowna licz-
bie n stopni swobody elementu skonczonego. Funkcje te wybiera si¢ z kinema-
tycznych warunkow brzegowych. Macierz sztywnosci elementu skonczonego 1a-
czy przemieszczenia i reakcje weztowe. Rownania fizyczne dla elementu skon-
czonego zapisane s3 tylko w weztach. Podobnie obciazenia przytozone do po-
wierzchni elementu skonczonego zamienia si¢ rOwnoznacznym (W sensie energe-
tycznym) obcigzeniem skupionym przytozonym w weztach. Modelowanie kon-
strukcji odbywa si¢ poprzez potaczenie w weztach oddzielnych elementéw skon-
czonych, gdzie kinematyczne warunki brzegowe sa spetnione. W niektoérych mo-
delach warunki kinematyczne spetnione sg na linii styku dwoch elementow. Ta-
kie elementy nazywamy elementami dopasowanymi. W tej metodzie warunki sta-
tyczne nie sg spetnione. Warunki ciggtosci naprezen i przemieszczen na wspolnych
krawedziach dwoch sgsiednich elementow na ogoét nie sg spetnione. Rownania
roOwnowagi i statyczne warunki brzegowe spetnione sg w przyblizeniu w sposob
wariacyjny. Glowne niedostatki MES opisano w monografii [146].

Kujawski [102] w ramach technicznej teorii otrzymat rozwigzanie ptyty grube;j
metoda elementéw skonczonych. W pracy [115] opracowano czteroweztowy
prostokatny element skonczony, ktory uwzglednia odksztalcenie $cinania
poprzecznego. Przemieszczenia poprzeczne aproksymowano wielomianem
bi-szesciennym. Przeanalizowano stan naprezen i przemieszczen w cienkiej
ptycie i ptycie $redniej grubosci o dowolnym ksztalcie.

W ostatnich latach obok metod czysto numerycznych i czysto analitycznych
powstato wiele metod analityczno-numerycznych, sposréd ktérych mozna wy-
dzieli¢: metode catek brzegowych (MCB) [58, 220], metode elementow global-
nych (MEG) [220] i globalno-lokalng metodg elementow skonczonych (GLMES)
[218]. Analiza poréwnawcza tych metod podana jest w artykule [4].

W MCB wykorzystuje si¢ fundamentalne rozwigzanie rownania r6zniczko-
wego otrzymane analitycznie. Niewiadome parametry rozwigzania okresla si¢ nu-
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merycznie (cz¢$¢ z warunkow brzegowych, a pozostale z uktadu réwnan catko-
wych). W tej metodzie okreslona funkcja przemieszczeniowa $cisle spetnia row-
nanie ré6zniczkowe zagadnienia brzegowego. Warunki brzegowe spetnia si¢ za po-
moc3 tej samej funkcji na etapie obliczen numerycznych.

W metodzie elementéw globalnych (MEG) rozpatrywany obszar dzieli si¢
na kilka podobszaréw (wigkszych niz w MES). Podziat wynika z ksztaltu ob-
szaru, przewidywanego przebiegu rozwigzania lub réznych cech mechanicznych
materiatu. Na kazdym z podobszaréw osobno przyjmuje si¢ funkcje aproksymu-
jace, jako liniowe kombinacje wielomianéw lub innych funkcji. Funkcje bazowe
nie muszg spetnia¢ warunkéw brzegowych ani warunkow ciaggtosci na wspdlnych
brzegach podobszarow. Te warunki spetnia si¢ poprzez minimalizacje odpowied-
niego funkcjonatu. Wykorzystanie metody utrudnia podzial obszaru na elementy
i dobor funkcjonatu do minimalizacji.

Globalno-lokalna metoda elementéw skonczonych (GLMES) wykorzystuje
metod¢ Ritza-Timoszenki na jednej czesci plyty i metode elementéw skonczo-
nych na innej czgsci. Wada metody jest konieczno$¢ indywidualnego traktowania
kazdego zadania i niezbadana efektywnosc.

Wszystkie wymienione metody opieraja si¢ na globalnym podejsciu do me-
chaniki ciata stalego, a mianowicie: minimalizacji funkcjonatu catkowitej energii
potencjalnej uktadu. Natomiast przedstawiona w artykutach [125, 172] metoda
opiera si¢ na podejsciu lokalnym powigzanym ze $cistym rozwigzaniem uktadu
roézniczkowych rownan rownowagi. Oddzielng grupg stanowia metody bezsiat-
kowe [118, 140, 184], do ktorej nalezy przedstawiona w Rozprawie Doktorskiej
metoda [55, 56].

W Rozprawie Doktorskiej opracowano nowe podej$cie do rozwigzania ptyt
cienkich, w ktorym wykorzystano podstawowe cechy metod analitycznych takich
jak metoda Naviera i Lévy’ego, metody kolokacji, jak réwniez numerycznych
takich jak metoda elementéw skonczonych. Rownania réwnowagi spetnione sg
w calym obszarze plyty natomiast kinematyczne i statyczne warunki brzegowe
tylko w weztach na krawedziach ptyty. Podstawy tej teorii opisane sg w pracach
[97, 52, 46, 56, 48].

2.3. Analiza rezultatéw uzyskanych w ramach modeli
kinematycznych i statycznych

2.3.1. Plyty cienkie

Metody analityczne

W artykutach [208, 113, 112] otrzymano rozwiazanie cienkiej izotropowej
plyty prostokatnej wspornikowej obcigzonej rownomiernie. To zagadnienie roz-
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wigzano [193] metoda Papkovicha opracowang dla ptyty prostokatnej swobodnie
podpartej. Doktadne rozwigzanie tego zagadnienia otrzymano [113, 112] metoda
symplektycznej superpozycji. Do rozwiazania prostokatnej ptyty wspornikowej
ortotropowej pod obcigzeniem dowolnym stosuje si¢ [113] metode podwdjnych
skonczonych przeksztalcen Fouriera. Rozwigzania ptyty wspornikowej pod ob-
cigzeniem antysymetrycznym otrzymano metodg kolokacji w artykule [191].

W artykule [11] rozpatruje si¢ zagadnienie symetryczne plyty prostokatnej ob-
cigzonej rownomiernie przy symetrycznych warunkach brzegowych. Rozwigzanie
plyty prostokatnej metoda superpozycji cylindrycznych ugig¢ reprezentowanych
przez szeregi Fouriera otrzymano w artykule [90]. Metoda Lévy’ego rozwigzano
[212] plyte prostokatng izotropowa obcigzong rownomiernie, ktorej dwie krawe-
dzie sa swobodnie podparte, a pozostate dwie zamocowane dowolnie. Metoda Na-
viera otrzymano [155] rozwigzanie ptyty prostokatnej swobodnie podpartej pod
obcigzeniem réwnomiernie roztozonym.

Sciste analityczne rozwiazanie zginania cienkich ortotropowych ptyt prosto-
katnych pod obcigzeniem dowolnym otrzymano metoda podwojnych przeksztal-
cen catkowych [109], a takze [114] metoda skonczonych transformacji catkowych.
Opracowano [121] oryginalng metod¢ rozwigzywania zagadnien zginania ptyty
prostokatnej z mieszanymi warunkami brzegowymi.

Rozwigzanie ptyty prostokatnej zamocowanej w sposob ciggly na obwodzie
pod obcigzeniem réwnomiernym normalnym opracowano [136] w formie szere-
gow trygonometrycznych pojedynczych. Kazde wyrazenie szeregu jest funkcja
biharmoniczng i tozsamo$ciowo spetnia warunki brzegowe na dwoch przeciwle-
gtych krawedziach ptyty. W artykule [125] analize ptyt cienkich dokonano metoda
lokalnych brzegowych rownan catkowych. Stosujac metode podwojnej skonczo-
nej transformacji Fouriera rozwigzano [199] zagadnienie zginania cienkiej pro-
stokatnej ptyty wspornikowej. W artykule [225] dokonano analizy stanu naprezen
w plycie wspornikowej pod obcigzeniem powierzchniowym. Podano [2] $ciste
rozwigzanie cienkiej ptyty ortotropowej wspornikowej.

Przeanalizowano [7] ptyty izotropowe o roznych konfiguracjach i zadanych
warunkach brzegowych. Stosujac szeregi potegowe A.T. Vasilenko [239] otrzy-
mat rozwigzanie cienkiej plyty eliptycznej swobodnie podpartej na obwodzie pod
obcigzeniem dowolnym, ktdre spetnia rOwnania rownowagi i warunki brzegowe.

Przedmiotem rozwazan w artykule [73] sa ptyty prostoliniowe i krzywoli-
niowe. Pomija si¢ sity Kirchhoffa w naroznikach ptyty oraz odpowiednik sit tna-
cych na brzegu ptyty.

Autorzy artykutu [111] stosujac metode symplektycznej superpozycji otrzy-
mali analityczne rozwigzanie zginania cienkich plyt prostokatnych na podtozu
sprezystym Winklera. Prostokatna ptyta Kirchhoffa na podtozu sprezystym Win-
klera rozwigzana zostata [86] metoda wariacyjna Wlasowa-Galerkina, a ptyta nie-
regularna — metoda kolokacji [227].
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W pracy [106] przedstawiono metode¢ bezsiatkowa dla analizy zginania cien-
kich ptyt jednorodnych. Wykorzystano liniowy uktad réwnan metody kolokacji
Hermite’a.

W artykule [117] dla modelowania zginania plyt cienkich wykorzystano ro-
dzing dwuparametrowych funkcji jednorodnych. Rozwigzaniu ptyt cienkich pro-
stokatnych zamocowanych na obwodzie w sposob ciagly poswiecono artykuty
[66, 136, 204]. W roku 1960 A. Kacner [91] otrzymal rozwigzanie ptyty prosto-
katnej o nieciagtych warunkach brzegowych.

Oryginalng metod¢ rozwigzania cienkich ptyt ortotropowych zamocowanych
na obwodzie opracowat A. Lurje [256]. Opracowano [11] rozwigzanie plyty pro-
stokatnej obcigzonej rownomiernie przy symetrycznych warunkach brzegowych
oraz ptyte podparta na naroznikach [10].

Rozwaza sig [66] cienka plyte izotropowa utwierdzong na obwodzie. Rozwia-
zanie otrzymano przy pomocy zmodyfikowanych szeregéw Fouriera.

Plyte z usztywnionymi krawedziami swobodnie podparta w naroznikach pod
obcigzeniem roztozonym rozpatruje si¢ w artykule [213]. Plyte prostokatng zamo-
cowang na jednej krawedzi i swobodnie podparta w jednym narozniku pod obcig-
Zeniem rownomiernym rozpatruje si¢ w artykule [222].

Rozwigzano [84] ptyte prostokatng, ktérej dwie krawedzie sg swobodnie pod-
parte, a pozostale swobodne. Otrzymano [223] rozwigzanie ptyty prostokatnej
swobodnie podpartej na jednej krawedzi i dwodch naroznikach. Natomiast ana-
lityczne rozwigzanie cienkiej ptyty prostokatnej podpartej w naroznikach otrzy-
mano w artykule [116].

Do analizy stanu naprezen w ptytach rownoleglobocznych i trapezowych sto-
suje si¢ [101] metode splajn-funkc;ji.

W artykule [5] rozwigzano zagadnienie zginania cienkiej plyty anizotropowe;j
metoda wariacyjng Ritza, natomiast w artykule [60] — metoda kolokacji granicz-
nej Treffza. Stosujac metode kolokacji Krjukov [251] otrzymat rozwigzanie ptyty
rownoleglobocznej i trapezowe;].

W artykule [185] dokonano analizy poréwnawczej rezultatow uzyskanych dla
ptyt prostokatnych i ukosnych.

Do rozwigzania ptyt cienkich stosuje si¢ takze [198] posredniag metode kolo-
kacji Treffza.

W artykule [180] dokonano analizy rozkladu napr¢zen w ptytach ortotropo-
wych i warstwowych pod sila skupiong przytozong w srodku ptyty. Uwzglednia
si¢ efekty odksztatcen normalnych poprzecznych i postaciowych. Réwnania pod-
stawowe 1 warunki brzegowe teorii otrzymano stosujac zasad¢ prac wirtualnych.

Metody numeryczne

Oprocz metod analitycznych do analizy plyt cienkich stosuje si¢ rozne wa-
rianty metod numerycznych. W szczegdlnos$ci do rozwigzania ptyt cienkich pro-
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2.3. Analiza rezultatéw uzyskanych w ramach modeli kinematycznych
i statycznych

stokatnych stosuje si¢ [63] metode roznic skonczonych. Opracowano [75] nie-
blokujaca metode bezsiatkowa dla modelowania odksztatcen postaciowych ptyt
oparta na mieszanym formulowaniu wariacyjnym.

W pracy [196] do analizy zginania ptyty sztywnej stosuje si¢ metode elemen-
tow brzegowych. Metodg lokalnych brzegowych rownan catkowych w artykule
[125] otrzymano rozwigzanie ptyty kwadratowej zamocowanej w sposob ciggly
na obwodzie. Wykazano dobrg zgodno$¢ z wynikami analitycznymi.

Wiele prac poswigcono budowie réznych modeli elementow skonczonych.
W szczegodlnosci w artykule [32, 178] opracowano nowy prostokatny skonczony
element ptytowy, ktory uwzglednia skrecanie w teorii Kirchhoffa. Opracowano
[200] trojkatny trzyweztowy element skonczony plyty Kirchhoffa. Zbudowano [9]
czterowezlowy element pltytowy specjalnego typu oraz [108] skonczony element
plytowy o o$miu stopniach swobody.

W celu analizy ptyt cienkich w artykule [171] sformutowano hybrydowa me-
tode Treffza dla analizy ptyt cienkich.

2.3.2. Plyty Sredniej grubosci

Metody analityczne

Do rozwigzania ptyty Reissnera mozna stosowac: metody wariacyjne [34], po-
dwojne szeregi Fouriera [216], jak rowniez metode Lévy’ego [212].

Otrzymano [80] rozwigzanie zagadnienia zginania ptyty grubej prostokatnej
swobodnie podpartej na obwodzie pod dzialaniem naprezen normalnych i stycz-
nych réwnomiernie roztozonych na powierzchni.

W pracy [168] w ramach teorii Reissnera rozwigzano zagadnienia zginania
poprzecznego plyty prostokatnej izotropowej swobodnie podpartej na obwodzie.
Ustalono, ze teori¢ Reissnera mozna stosowac, gdy stosunek grubosci ptyty do
jej szerokosci nie przekracza 0,1. Gdy jest on wigkszy od 0,4 rezultaty dla ugie-
cia ptyty Reissnera praktycznie pokrywaja si¢ z ugigciem plaszczyzny srodkowe;j
plyty grubej. Teoria Reissnera daje wynik zadowalajacy, gdy sztywnos$¢ na skre-
canie materialu jest do$¢ mata w poréwnaniu ze sztywnos$cia na zginanie w ptasz-
czyznie plyty.

Zaproponowano ulepszony wariant [166] teorii Reissnera, ktory uwzglednia
naprezenia tnace g,z 1 normalne oz3. Rozwigzanie ptyty uzyskano metoda roz-
nic skonczonych i wariacyjng metodg Ritza. Dla ptyt cienkich rezultaty zgadzaja
si¢ z klasycznag teorig Reissnera i istotnie odbiegaja wraz ze zwigkszeniem h/a,
anawet dla h/a = 0,1. Najmniejsze rezultaty daje teoria Reissnera, najwicksze —
zaproponowany wariant teorii. Uwzglgdnienie naprezenia o33 istotnie wptywa na
wielkos$¢ ugigcia plyty.

Zwiazki migdzy rozwigzaniami teorii ptyt Reissnera i Mindlina podano w ar-
tykule [214].
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2. Analiza literatury

W artykule [160] otrzymano zwiazki rézniczkowe miedzy ugigciami klasycz-
nej teorii Kirchhoffa i teorii ptyt Reddy’ego trzeciego rzedu. W ramach teorii
J.N. Reddy otrzymat [215] rozwigzanie belek i plyt uwzgledniajace deformacje
$cinania poprzecznego. Dokonano pordwnania z rozwigzaniami klasycznymi.

Autor artykutu [186] rozwigzatl ptyte prostokatng o grubosci sredniej przy do-
wolnych warunkach brzegowych.

Do analizy stanu napr¢zen w ptycie $redniej grubosci Reissnera-Mindlina sto-
suje si¢ metode bezsiatkowg [61] i metode Lévy’ego [224, 212].

Poréwnanie rezultatéw otrzymanych wg teorii Kirchhoffa, Reissnera i teorii
ptyt grubych dokonano w artykule [80].

Za pomoca przemieszczen w formie szeregéw skonczonych wzdiuz
wspotrzednej poprzecznej [28] dokonano analizy stanu naprgzen po grubosci
ptyt poprzecznie izotropowych. Wprowadzono uklad rownan podstawowych
rézniczkowych dwunastego rzedu. Okreslono warunki brzegowe na krawedziach
plyty. Przedstawiono przyktady obliczen numerycznych.

W artykule [221] przeanalizowano nieskonczenie matg deformacj¢ jednorod-
nej izotropowej ptyty grubej, wykorzystujac bezsiatkowa metode Petrova-Galer-
kina (MLPG) i teori¢ ptyt wyzszego rzgdu uwzgledniajacg deformacjg poprzeczna
i normalng (HONSDPT) oraz metode z radialnymi funkcjami bazowymi (RBF).

W artykule [183] przy rozwigzaniu plyty Reissnera-Mindlina uwzglednia si¢
efekt brzegowy w waskim pasmie w poblizu krawedzi.

Do rozwigzania zagadnienia zginania ptyty Reissnera-Mindlina stosuje si¢
[15] metode izogeometryczng.

Rozwaza si¢ [217] model zginania ptyty Reissnera-Mindlina, ktory opisuje
uktad réwnan rézniczkowych szostego rzgdu. Model okres$la problem matema-
tyczny, gdzie odcinki proste i prostopadte do powierzchni srodkowej ptyty przed
deformacja pozostaja proste, lecz nie prostopadte do powierzchni $rodkowej
po deformacji i nie zmieniaja swojej dlugosci. W przypadku czastkowym ptyty
nieskonczenie cienkiej lub doskonale sztywnej na $cinanie opracowany model
asymptotycznie przechodzi w klasyczny model Kirchhoffa.

Metody numeryczne

W ramach teorii Reissnera metoda elementow brzegowych rozwiazano [156]
plyte gruba izotropowa na podtozu sprezystym Winklera. Wykorzystano kwadra-
towe izoparametryczne elementy brzegowe do modelowania brzegu ptyty.

Opracowano [115] trojkatny element ptytowy z uwzglednieniem deformacji
Scinania poprzecznego.

W artykule [35] rozwini¢to metode elementéw brzegowych oparta o metode
bezsiatkowa przeznaczong do analizy plyty sredniej grubosci opisang modelem
Mindlina. Metoda pozwala spehi¢ trzy fizyczne warunki brzegowe wzdtuz kra-

wedzi plyty.
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2.4. Metody rozniczkowania

Opracowano [76] kontynualnie-dyskretng metod¢ elementu skonczonego dla
modelu ptyty Mindlina-Reissnera, ktory opiera si¢ na ciggtych wielomianach stop-
nia k > 2 dla przemieszczen poprzecznych i na wielomianach nieciagtych stopnia
k — 1 dla obrotow.

Zaproponowano [210] nowy n-weztowy element plytowy dla analizy ptyto-
wych konstrukcji ztozonych z cienkich i grubych elementéow. Sformutowanie wa-
riacyjne opiera si¢ na dyskretnej teorii Kirchhoffa-Mindlina.

Opracowano [207] nowy skonczony element ptytowy dla rozwigzania plyt
kompozytowych i warstwowych plyt.

Metoda elementéw brzegowych przeanalizowano [62] spojng teori¢ Reissnera
plyt na jedno i dwuparametrowym podtozu sprezystym.

Wiadomo, Ze przy zginaniu jednorodnych po grubosci ptyt w przyblizeniu li-
niowym, stan odksztatcenia ptyty charakteryzuja trzy parametry: ugigcie w, ob-
roty yx 1Yy, a zatem element skoficzony plyty, w kazdym wezle ma trzy stopnie
swobody.

Rozwaza si¢ trzy rodziny trojkatnych elementéw skonczonych:

— 1-gorzedu (liczba weztdéw n = 3). Macierz sztywnosci elementu skonczonego
ma 9 stopni swobody,

— 2-gorzedu (liczba wezlow n = 6). Macierz sztywnosci elementu skonczonego
ma 18 stopni swobody,

— 3-go rzedu (liczba weztow n = 10). Macierz sztywnosci elementu skonczo-
nego ma 30 stopni swobody.

Ustalono, ze dla grubych plyt izotropowych (h/a = 0,2) ugi¢cie ptyty okre-
$lone przy pomocy MES zbliza si¢ do doktadnego od dotu. Dla plyt izotropowych
o $redniej grubosci (h/a = 0,14) MES daje zanizone wartosci ugigcia.

2.4. Metody rozniczkowania

Istniejg cztery glowne techniki obliczania pochodnych [8, 13, 12, 132, 211]:
analityczne, numeryczne, symboliczne i automatyczne. ,,Rgczne”, analitycznie
obliczane pochodne sa doktadne, ale proces obliczen jest czasochtonny, podatny
na btedy i niezautomatyzowany. Rézniczkowanie numeryczne jest tatwe do
zaprogramowania. Oczywistym jest jednak, ze jako podejscie przyblizone, daje
niedoktadne wyniki. Rézniczkowanie symboliczne jest technika komputerowego
obliczania pochodnych wyrazen matematycznych polegajgcym na przeksztatcaniu
tych wyrazen. Ta technika jest uzywana przez systemy algebry komputerowe;j
(ang. Computer Algebra System, CAS), np. [134]. Jest doktadna, ale powolna
i wymaga duzej iloSci pamieci. W artykule [103] podano algorytm okreslenia
pochodnych wyzszych rzgdow w wyrazeniach macierzowych i tensorowych.

W autorskim programie komputerowym zastosowano rézniczkowanie auto-
matyczne (ang. automatic differentiation, AD) [8, 182, 12], ktore jest pozbawione
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wad technik opisanych powyzej. W przeciwienstwie do rézniczkowania symbo-
licznego, ktore operuje na wyrazeniach matematycznych, rézniczkowanie auto-
matyczne wykonuje operacje na kodzie i opiera si¢ na regule tafcuchowej (ang.
chain rule) obliczania pochodnych [132]. Jest to metoda doktadna i szybka w po-
réwnaniu do ,,rgcznego” obliczania pochodnych. W programie komputerowym
pochodne wyzszego rzedu obliczane sa przy pomocy biblioteki autograd’.

Ostatecznie, uzywajac biblioteki jax [29] — rozwijanej jako nastepcy biblioteki
autograd — mozliwe jest uruchomienie autorskiego programu obliczeniowego na-
pisanego w jezyku Python i pakiecie NumPy [77] nie tylko na procesorze kom-
putera (ang. central processing unit, CPU), ale takze na procesorach graficznych
(ang. graphics processing unit, GPU) i procesorach tensorowych (ang. tensor pro-
cessing unit, TPU). Mozna wigc spodziewac si¢ dalszego zwieckszenia wydajnosci
obliczen, w stosunku do uzyskanego i akceptowalnego do celow praktycznych.

Przeglad metod rozniczkowania automatycznego i ich efektywnos$¢ zastoso-
wania w mechanice ciala stalego opisano w artykutach [132, 211].

! https://github.com/HIPS/autograd



3. Hipoteza badawcza, cel i zakres badan

3.1. Hipoteza badawcza

Istnieje mozliwo$¢ opracowania nowego analityczno-numerycznego podej-
$cia do rozwigzywania wielokatnych konstrukcji ptytowych, ktére pozbawione
jest pewnych wad metod numerycznych.

Mozliwe jest rowniez konstruowanie modeli matematycznych umozliwiaja-
cych rozwigzywanie ztozonych przypadkéw konstrukcji przy zastosowaniu nie-
wykorzystywanych lub pomijanych wczesniej metod i paradygmatow, jak rowniez
wspotczesnych technik, ktore zyskujg na popularnosci wraz z rozwojem nowych
technologii, takich jak na przyktad rézniczkowanie automatyczne szeroko stoso-
wane w dziedzinie uczenia maszynowego (ang. machine learning).

3.2. Cel pracy

Celem pracy jest:

1. Budowa modelu matematycznego i obliczeniowego wielokatnych cienkich
plyt izotropowych,

2. Opracowanie nowego analityczno-numerycznego podejscia do rozwiagzania
cienkosciennych konstrukcji ptytowych wyrozniajacego si¢ na tle metod
tradycyjnych wieksza doktadnoscia rozwigzania i mniejsza pracochtonnoscia.

3.3. Zakres badan

Rozprawa Doktorska sktada si¢ ze wstepu, czterech rozdziatéw podstawo-
wych, podsumowania i wnioskow koncowych oraz spisu literatury (266 pozycji).
Zawiera 121 rysunkéw i 9 tablic. Rozdziat pierwszy jest rozdziatem wstgpnym,
gdzie opracowano: wprowadzenie do tematu i aktualno$¢ pracy. Rozdzial drugi
zawiera przeglad literatury. W niniejszym (trzecim) rozdziale przedstawiono hi-
poteze badawcza, cel pracy i zakres badan.

W rozdziale czwartym opracowano model matematyczny cienkiej ptyty izo-
tropowej obcigzonej obcigzeniem czynnym na powierzchni gornej i biernym ze
strony dolnej. Opisano stan przemieszczen i napr¢zen w ptycie. Otrzymano row-
nania podstawowe opisujgce stan gietny i stan tarczowy w plycie wywotany od-



powiednio obcigzeniem prostopadtym i réwnolegtym do powierzchni srodkowe;.
Podano rozne warianty warunkow brzegowych.

W tym samym rozdziale opisano budowe modelu makroelementu ptytowego.
Podano definicj¢ makroelementu, pojecie ptyty dopasowanej i niedopasowane;j
do makroelementu. Zaproponowano sposob generacji punktéw wejsciowych,
wezlow brzegowych i powierzchniowych w ptytach wielokatnych i krzywolinio-
wych. Wprowadzono rézne kategorie weztdéw naroznikowych.

W rozdziale pigtym opracowano model obliczeniowy cienkiej plyty syme-
trycznej. Podano rozwigzanie rownania podstawowego dla takiej ptyty. Opisano
implementacje modelu obliczeniowego w postaci programu komputerowego.
Rozwiagzano kilka przyktadow plyt prostokatnych o réznych warunkach
brzegowych obcigzonych obciazeniem o rozktadzie funkcji kosinus. Wyniki
przedstawiono w formie wykreséw przestrzennych i konturowych.

Nastepnie model obliczeniowy i program komputerowy rozszerzono o mozli-
wos$¢ rozwigzania ptyty o niesymetrycznych warunkach brzegowych pod obcig-
zeniem kosinusoidalnym. Rozwigzano wiele wariantow ptyt prostokatnych o nie-
symetrycznych warunkach brzegowych. Otrzymano rowniez rozwigzanie plyty
wspornikowej, ptyty trojkatnej swobodnie podpartej na obwodzie, ptyty trapezo-
wej prostokatnej o trzech krawedziach zamocowanych i swobodnym brzegu pro-
stym, a takze ptyty dwusktadnikowej. Wszystkie wyniki podano w postaci wypet-
nionych wykresow konturowych.

W rozdziale sz6stym dokonano dyskusji otrzymanych wynikow. Rezultaty po-
réwnano z wynikami otrzymanymi metoda analityczna Timoszenki oraz z wy-
nikami numerycznymi uzyskanymi w programie ABAQUS. Pokazano ich dobra
zgodno$¢.

W niniejszej rozprawie rozwaza si¢ wylacznie plyty w ksztalcie figur wy-
puktych, przyjmujac zatozenie, ze plyty o ztozonych ksztattach figur wklestych
mozna rozpatrywac jako plyty wielosktadnikowe ztozone z czesci o ksztaltach
wypuktych.

Materiaty wprost zwigzane z tematem Rozprawy Doktorskiej zamieszczone sg
w publikacjach [55, 54, 246, 173, 46, 45, 53, 52].

Zagadnienia otrzymane metoda makroelementdw, ktore nie zostaty bezposred-
nio wykorzystane w Rozprawie Doktorskiej zamieszczono w artykutach [56, 48,
47,43, 44,42, 176, 149, 49, 41, 175, 50, 248, 51, 174].



4. Materialy i metody badan

4.1. Model matematyczny cienkiej plyty izotropowej

4.1.1. Podstawowe hipotezy i zalozenia

Ptyta nazywamy ptaski dzwigar powierzchniowy [141] ograniczony krzywo-
liniowg powierzchnig — zwang powierzchnig boczng Iub pobocznica — i dwiema
réwnoleglymi ptaszczyznami (rys. 4.1), ktore nazywamy gorng i dolng powierzch-
nig plyty. Odlegtos¢ pomiedzy tymi plaszczyznami nazywamy grubos$cia plyty,
a ptaszczyzng rownoodlegla od obu ptaszczyzn ograniczajacych ptyte — plaszcezy-
zng srodkowa. Lini¢ przeciecia plaszczyzny srodkowej z pobocznicg nazywamy
konturem plyty.

Rozwazmy cienka ptyte. Wprowadzmy kartezjanski uktad wspdirzednych
taki, ze o§ OXx; jest skierowana w dot, a osie Ox, i Ox; leza w plaszczyznie
srodkowej ptyty, tworzac prawoskretny uktad wspotrzednych. Wszystkie trzy osie
przecinaja si¢ w srodku ciezkosci ptyty. Na plyte dziata obcigzenie przytozone
do jej gornej powierzchni. Pod wplywem obcigzenia punkty ptyty doznaja
przemieszczen pionowych us, ktéore nazywamy ugieciem plyty. W dalszych
rozwazaniach bgdziemy stosowaé oznaczenie u; = w.

powierzchnia gérna

(e%pmmm e N plaszczyzna $srodkowa
PP oY
oot R powierzchnia dolna
O'O
” ’ A L4
s,
L4
F 0 ,
G r_
= I X1
kontur ptyty
powierzchnia boczna
EZ ES v

Rysunek 4.1: Schemat ptyty



4. Materialy i metody badan

W zaleznosci od stosunku grubosci plyty h do mniejszego z jej wymiardw a
rozrézniamy:

— membrany przy h/a < 1/80,

— plyty cienkie przy 1/80 < h/a < 1/10,

— plyty $redniej grubosci przy 1/10 < h/a < 1/5,

— plyty grube przy 1/5 < h/a < 1/3,

— brylyprzy 1/3 < h/a = 1.

Dla bryty wszystkie wymiary sg prawie jednakowego rzedu.

W zalezno$ci od stosunku ugiecia plyty do jej grubosci, rozrozniamy trzy
rodzaje plyt cienkich: sztywne, gibkie i membrany. Jesli przy zginaniu ptyty
naprezenia rozciagania/$ciskania w plaszczyznie Srodkowej mozna pominac,
to taka plyte nazywamy sztywna. Do plyt sztywnych naleza plyty, w ktérych
ugiecie nie przekracza 1/5 grubosci. W plytach gibkich jednoczesnie wystepuja
naprezenia rozciagajace i zginajace. Do gibkich ptyt zaliczamy ptyty, w ktérych
1/5 < w/h < 5. Jesli stosunek w/h > 5 to taka ptyte nazywamy doskonale
gibka lub membrang. W membranach wystepuja tylko naprezenia rozciagajace.

W teorii ptyt rozpatruje si¢ tylko obcigzenia prostopadte do powierzchni §rod-
kowej. Takimi obcigzeniami sg:

— obcigzenie przytozone do powierzchni zewngtrznych,

— obcigzenie krawedziowe w postaci momentow zginajacych, momentow skre-
cajacych i sit poprzecznych.

W teorii plyt cienkich powierzchnia srodkowa odgrywa te sama rolg, co o$
obojetna w teorii konstrukcji pretowych. Teoria plyt cienkich opiera si¢ na trzech
podstawowych zalozeniach [98] podobnych do zatozen przyjetych w teorii belek
Eulera-Bernoulliego.

1. Odcinek materialny normalny do powierzchni $rodkowej w konfiguracji po-
czatkowej (przed deformacja) pozostaje prosty i prostopadly do odksztalcone;j
powierzchni srodkowej w konfiguracji aktualnej (po deformacji), a jego dtu-
g0s¢ nie ulega zmianie.

2. Powierzchnia $§rodkowa ptyty nie doznaje zadnych wydtuzen.

3. Naprezenia normalne o33 prostopadle do ptaszczyzny plyty sa mate w porow-
naniu z pozostatymi naprezeniami i moga by¢ pominigte wszgdzie oprocz stref
zblizonych do goérnej i dolnej powierzchni ptyty.

Te zalozenia nosza nazwe hipotez Kirchhoffa. P6zniej A.E.H. Love uogoélnit te

zatozenia [126] na teori¢ powlok.

4.1.2. Stan przemieszczen w plycie

Twierdzenie o tym, ze odcinki proste i prostopadle do ptaszczyzny srodko-
wej plyty po deformacji pozostajg proste i nie zmieniajg swojej dtugosci oznacza,
ze kazdy punkt ptyty lezacy na tym odcinku przemieszcza si¢ jednakowo, tj. nie
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4.1. Model matematyczny cienkiej plyty izotropowej

odbywaja si¢ zmiany grubosci ptyty, czyli
Ah = 0. 4.1
Stad odksztatcenie normalne poprzeczne

_Ah 0w 0 in

533—h—ax3—, (4.2)

awiegc ugiecie ptyty w nie zalezy od zmiennej x5 i jest funkcja tylko dwdch zmien-
nych

w = w(xq,Xy). (4.3)

Hipoteza 1 jest podstawowa w teorii ptyt cienkich i nosi nazwe hipotezy ki-
nematycznej. Twierdzenie o tym, ze odcinki proste pozostaja prostopadie do po-
wierzchni §rodkowej po odksztatceniu tj. w konfiguracji aktualnej, oznacza, ze
taka ptyta nie doznaje odksztatcen postaciowych.

_ 0wy 4 ow 0
V13—ax3 ox, »
V23 = oxs ox,
skad
LAY
u1 - _X3 b 1 xl;xZ s
dxq
W 4.5)
Uy = —X3 a_xz + fo(x1,x2),

gdzie f,(x1,x;), @ = 1,2 sa to dowolne funkcje catkowania. Wyjasnijmy sens
geometryczny tych funkcji. W tym celu okreslamy przemieszczenie punktéw po-
wierzchni srodkowej plyty (x3 = 0)

Uy tazo uf = f1(x1,%2),
. (4.6)

= u(z) = f2(x1,x2).

Uz

x3=0

Zatem funkcje f, (x4, x,) sa przemieszczeniami punktow powierzchni srodkowej
ptyty. Poniewaz zgodnie z drugim zalozeniem te przemieszczenia wynosza zero,
to funkcje catkowania f, (x4, x;), @ = 1,2 beda rowne

fi(x1,x2) =0, fr(x1,x3) = 0. 4.7)

W taki sposob otrzymujemy wzory opisujace przemieszczenia poziome U, iU,
punktéw plyty:
ow ow
—X3 =, Uy = —X3—,
3 0x, 2 3 0x,

Uy = (4.8)
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4. Materialy i metody badan

gdzie x5 € [_%' %] We wzorach (4.8)

ow ow
$1=57"> P2= 37— 4.9)

T 0xy "~ 0x,
to odpowiednio katy obrotow normalnych wokot osi Ox, i Ox;.

Stan przemieszczen w ptycie cienkiej opisuja wzory (4.3), (4.8), (4.9). Nie
zalezy on od statych sprezystych materiatu, tzn. bedzie taki sam dla materialu izo-
tropowego, jak i dla materialu anizotropowego.

Korzystajac ze zwigzkow geometrycznych

. 1 aui n a'U.J 410
Eij N 2 E)x] E)xi ( ) )

okreslamy sktadowe tensora odksztatcen w ptycie

0%w
&11 = —X3 =,
11 3 %2
%w
E99 = —X3 —, 4.11
22 3 %2 (4.11)
_ 0w
B12 = T4 X3 0x,0x, "

Pozostate sktadowe tensora odksztalcen zgodnie z hipoteza 1 sg rowne zeru.

4.1.3. Stan naprezen w plycie

W ciele izotropowym naprezenia sa zwigzane z odksztalceniami za pomoca
zwiazkow fizycznych

f11 = ¢ [011 — Vv (022 + 033)],

1
€2 = ¢ [022 — Vv (011 + 033)],

€33 = ¢ [o33 — Vv (011 + 022)],

1 (4.12)
Y12 = G 012,
_ 1
Y13 = G 013,
1
Y23 = G 023,
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4.1. Model matematyczny cienkiej plyty izotropowej

gdzie E jest modutem Younga, G modutem Kirchhoffa, v wspélczynnikiem Pois-
sona. Na mocy zalozenia 3 pomijamy napr¢zenia o33 W tych réwnaniach. Spro-
wadzamy je do postaci:

€11 = E (011 — V032),

(4.13)
€22 = E (022 —vO11),
%
&33 = F (011 + 022), (4.14)
1
Y12 = G O12 = 2 &1, (4.15)
1
Y23 = = 023,
f (4.16)
Y13 = G 013-

Rozwiazujac uktad rownan (4.13)-(4.16) wzgledem naprezen wyrazamy skta-
dowe tensora napre¢zen przez sktadowe tensora odksztatcen.

E Ex; (0%w %w
A e A A
E Exs (0%w 0%w
Opp = m(gzz + Vgll) = _1 — Vz <ax22 +v ax% . (417)
= Ex; . 0w
0-12 - Y12 - 1 _ VZ ( V) axlaxz *

Roéwnanie (4.14) jest sprzeczne, bo zgodnie z hipotezg 1 odksztatcenie 35 = 0
(nie nastgpuje zmiana grubosci). Wobec tego podane rownanie w teorii ptyt cien-
kich nie jest spetniane.

Dalej zgodnie z hipoteza kinematyczng odksztalcenia postaciowe y,3, gdzie
a = 1,2 w plycie cienkiej sg zerowe, co powoduje zerowe naprgzenia tnace o,z
(4.16). Jesli do tego jeszcze dodamy warunek o33 =~ 0, to otrzymujemy, ze 0,3 =
0,3 = 0tj. wplycie realizowany jest ptaski stan naprezen, co nie jest mozliwe przy
obcigzeniu poprzecznym. Jednoczesnie zgodnie z hipoteza 1 w ptycie realizuje si¢
ptaski stan odksztatcenia y;3 = y,3 = €33 = 0. Model jest sprzeczny.

Przeanalizujmy otrzymane rezultaty. Najpierw hipoteza 3 mowi, Zze napr¢zenia
033 sg pomijalnie mate (ale nie zerowe) tylko w srodkowej czgséci grubosci plyty.
Natomiast w poblizu powierzchni musza mie¢ wartos¢ rzedu warto$ci obcigzenia,
zeby zapewni¢ rownowage ptyty w strefach przypowierzchniowych. Naprezenia
tnace 0,3 tez nie sg dokladnie rowne zeru w ptycie obcigzonej, jak to wynika
z rownan (4.16). Ro6wnos¢ zeru odksztatcen postaciowych y,3 oznacza tylko to,
ze mamy do czynienia z wyidealizowanym modelem plyty, ktorej sztywnos¢ na
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4. Materialy i metody badan

skrecanie jest nieskonczenie duza. W przypadku granicznym (G = o) przecho-
dzimy do tego samego zwiazku o,3 = - 0, ¢ = 1, 2. Zatem w plytach cienkich
ptaski stan naprezenia nie jest realizowany. Natomiast zgodnie z hipoteza 1 do-
ktadnie realizuje si¢ ptaski stan odksztalcenia, co jest sprzeczne ze wzgledu na
to, ze rozwazana konstrukcja jest cienkoscienna. Sprzecznos¢ jest spowodowana
tym, ze przyjmujac zatozenie o zerowych odksztatceniach postaciowych od razu
zamieniamy plyte realng na plyt¢ wyidealizowana, nieskoniczenie sztywna na $ci-
nanie poprzeczne. W ptytach realnych odksztatcenia y, 3 nie bedg zerowe, chociaz
mogg by¢ bardzo mate. Prawidlowym zostaje tylko zatozenie, ze efekt $ciskania
poprzecznego plyty cienkiej mozna poming¢ przyjmujac £33 = 0.

4.1.4. Wyprowadzenie réwnania podstawowego

Widzimy, ze w ramach teorii ptyt cienkich nie jest mozliwe okreslenie napre-
zen g3, i = 1, 2,3 z réwnan fizycznych. Okreslamy je z rownan rownowagi

do do do
1 9%z 0013

=0
0x4 0x, x5 ’
60'21 60'22 60'23
= 4.1
0x4 + 0x, + x5 0, (4.18)
do: do: do:
31, 9932 993 _

dxq dx, dx

Z pierwszych dwoch rownan uzyskujemy

do do do
13 _( S 12>’

0x3 0x,q dx,

(4.19)
60-23 _ 60-21 n 60'22
oxs dxq dx,

1 tym samym tozsamosciowo spelniamy te rownania. Podstawiamy do tych zwigz-
kéw wyrazenia (4.17) na naprezenia normalne i styczne. Mamy:

doys Ex; (03w 3w 3w

03 :1—v2<6xi°’+v6x18x22+(1_v) >:
Ex; (0w 3w\
= (5 * 5t

0x,0x3

(4.20)

0 62W+62W Exg

©Oxg \0x?  9x%)1-vZ
Ex; 0 _,

= 1= 2 a—XIV w.
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4.1. Model matematyczny cienkiej plyty izotropowej

Podobnie z drugiego réwnania rownowagi okreslamy:

40,3 Ex; 0 _,
= — ¥ w. 4.21
0x; 1—v?0x, v “.21)

Catkujac otrzymane wyrazenia wzgledem zmiennej x5 otrzymujemy:

Ex? 0 _,
013 = ma—xlv w + fi(x1, x2),

e o (4.22)
Oy3 = ma—xzv w +f2(x1,x2).

Dowolne funkcje catkowania f,(xq,x2), @ = 1,2 okreSlamy z warunkoéw
brzegowych na powierzchniach ptyty. Zalézmy, ze do powierzchni ptyty przyto-
zono obcigzenie styczne rai3 (x1,x3), « = 1,2. Poniewaz napre¢zenia 0,3 (X1, X5)
roztozone sg po grubosci ptyty symetrycznie (4.22) to plyta moze by¢ zréwnowa-
zona tylko wtedy, gdy na obu powierzchniach plyty te obcigzenia sg jednakowe,
. 753 (01, X2) = 123 (1, X2).

Zapiszmy warunki brzegowe na powierzchniach plyty dla naprezen tnacych

O0q3 =Ta3- (423)

h
X3=i5

Podstawiamy do tych warunkéw napregzenia (4.22)

ER* 0 _,
Oa3 x3=+§ = ma_xav W+ fo (X1, X2) = Ta3(x1, X2). (4.24)

Stad okreslamy dowolne funkcje catkowania f, (x1, x;)

Er* 0 _,
fa(er%2) = =gy 5% W + Tas (¥, %2). (4.25)

(1 —v?) dx,
Nastepnie podstawiamy funkcje f, (x4, x,) do wyrazen (4.22) i przechodzimy do
ostatecznej postaci naprezen tngcych

E h*\ 0 _,
013 = 2(1—v2) <x32 - I) _axlv w + 113(x1, X32),
(4.26)

E h?\ 0
O3 = m <X§ - I) 6_xZVZW + 1'23(x1,x2).

Stad rozktad naprezen tnacych o,3, @ = 1,2 jest zgodny z rozktadem funkcji
kwadratowej i przyjmuje na powierzchniach ptyty wartosci 7, 3. Korzystajac z trze-
ciego rownania rownowagi okreslamy pochodne od napr¢zenia o33

do do do
33 _( 13, 23>‘

4.2
o, (4.27)

- dxq dx,

43



4. Materialy i metody badan

Podstawiamy do tego zwigzku wyrazenie (4.26) na naprezenia tnace g3 1 0,3
1 otrzymujemy

d05s E ,_R\(22 9
oxs 20—\ "2 )\ax2 T az) TV

4.28
5 p (4.28)
- a_xlﬁs + a_xzrzg. .
Uwzgledniajac, ze
o + o’ _ V- (4.29)
ax2 = ox: '
jest dwuwymiarowym operatorem Laplace’a przepiszmy wyrazenie w postaci
60-33 E h2 2 202 0 0
= — = RRW — —1y3 — —Ty3. 4.30
9x;  2(1—v2) ( g 3 Y ek BT 9x, 23 (4.30)
Nastepnie scatkujmy to wyrazenie po zmiennej x3
E h? x3\ o s
0-33 = —2(1 _VZ) <ZX3 - ? V V w—
4.3

0 d
— X3 <a—x17"13 + 6_x2r23> + f3(x1, x2).

Dowolna funkcje catkowania f3 (x4, x5) okreslamy z warunku brzegowego na dol-
nej powierzchni ptyty. W tym celu zaktadamy, ze do tej powierzchni przylozono
obciazenie 133(xq, X5), Wigc

n = ~133(X1, X2). (4.32)

X3=E

033
Podstawiamy do tego warunku wyrazenie (4.31)
E h® k3 22 h( o N 4] N
20-v)\8 24 v x, 137 gy, T2
+ f3(x1,x2) = —133(x1, x2).  (4.33)

Stad okreslamy funkcje

h({ 0 0
f3(x1,x2) = —133(x1, x2) + 3 (a—xlrn + a—xz7"23> -

Eh3
24(1 —v?)

(4.34)
V22w,
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4.1. Model matematyczny cienkiej plyty izotropowej

Nastepnie podstawiamy funkcje f3(xq, x,) do wyrazenia (4.33). Otrzymujemy

E (hz x3 hd

_ == _ s = 292,
P33T o0 —v)\ 43 3 12)VVW

h d d
—_ <X3 - E) <a_x1r13 + a_xz'r23> - T33(x1,x2). (435)

W dalszej kolejnosci podstawiamy to wyrazenie do warunku brzegowego na gor-
nej powierzchni plyty

033

N = —q(x1,%2) (4.36)
X3=—E

1 otrzymujemy

033

B L Y,
o 20-vH\ 8 24 12 v
=3 (4.37)

0 d
+h 6_x1r13 + a_xzrza —I33 = —q,

gdzie q(x4, x,) jest dowolnym obcigzeniem przytozonym do tej powierzchni. Stad
przechodzimy do rownania podstawowego teorii zginania cienkich ptyt izotropo-
wych

oryz3  0ny3

DV?WPw — h| — + == = 4.38
w <6x1 + ax2>+7”33 q, ( )

gdzie D jest sztywno$cig plyty na zginanie

Eh3

W ten sposob w teorii plyt cienkich $cisle spetnione sg wszystkie trzy rowna-
nia Naviera za pomoca napre¢zen o;3, i = 1,2, 3. Naprezenia tnagce g,3, ¢ = 1,2
doktadnie spelniaja warunki brzegowe na powierzchniach ptyty, natomiast napre-
zenia normalne g3 doktadnie spetniaja warunek brzegowy na powierzchni dolnej
plyty. Zeby speié warunek brzegowy na gornej powierzchni nalezy spetni¢ row-
nanie podstawowe (4.38). Interpretacja tego rOwnania w sensie mechanicznym jest
warunek brzegowy dla naprezen normalnych g3 na gornej powierzchni ptyty.

Zalézmy teraz, ze ptyta lezy na podlozu sprezystym. W tym przypadku sity
Tu3, @ = 1,2, 3 przylozone sg do dolnej powierzchni ptyty jako reakcje podioza.
Przyjmijmy, ze te reakcje sa proporcjonalne do ugigcia plyty, a reakcje styczne
proporcjonalne do przemieszczen poziomych.
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4. Materialy i metody badan

Jesli reakcja normalna 733 jest proporcjonalna do ugiecia ptyty tj. 133 = Ko w,
a reakcje styczne proporcjonalne do przemieszczen stycznych u,, @ = 1,2 na
powierzchniach ptyty

ow
3 = —K; ha—xl, 3 = —K, ha (440)

to przechodzimy do réwnania zginania plyt na trojparametrowym podiozu sprezy-
stym, gdzie K; oraz i = 1, 2, ... sg to reakcje podtoza. Jesli K; = K, = 0 to mamy
model podtoza Winklera.

22 ) ow ow
D®¥°¥°w+h Kla_x1+K26_x2 +KOW=q (441)

Nie uwzgledniajac podtoza sprezystego (dla Ky = K; = K, = 0) powyzsze
rownanie przyjmuje postacé

V2w = %. (4.42)

Dokonujac operacji mnozenia operatorow Laplace’a w rownaniu (4.42) doprowa-
dzamy je do postaci

W g Tw 0w _a 4.43
oxy dx2ox?  9x: D’ (4.43)

Jest to rownanie biharmoniczne niejednorodne.

Na zakonczenie zaznaczmy, ze w teorii plyt cienkich nie sg spetniane tylko trzy
rownania fizyczne zapisane na kierunku zmiennej x3: dwa rownania dla naprezen
tnacych o,3, @ = 1, 21 jedno rdwnanie dla napr¢zen normalnych g33. Jezeli prawa
cze$¢ rownania (4.43) jest rOwna zeru to takie rOwnanie nazywamy réwnaniem
jednorodnym

64W+ o*w +64W
oxt 0x?0x3 = 0xy

= 0. (4.44)

4.1.5. Sily wewnetrzne

Poniewaz w modelu matematycznym ptyta jest uktadem dwuwymiarowym
(ugiecie zalezy tylko od dwoch zmiennych), to zamiast naprgzen do modelu wpro-
wadza si¢ ich wielkosci zredukowane, tzw. momenty i sily tnace.

46



4.1. Model matematyczny cienkiej plyty izotropowej

Sily normalne

Sity normalne na jednostce szerokos$ci elementu majg wymiar [N . m‘l].

ST

Ni; = f n 011 dx3

NS )

Ny, =_[ 022 dx3

BN

N

Ny, = f p 912 dxs

2

(4.45)

Nazwijmy wyrazenie (4.45) redukcjg symetryczng naprezen g;1, 0z, 1 G2 PO
grubosci ptyty. Poniewaz rozklady tych naprezen po grubosci ptyty sa antysyme-
tryczne, to ich redukcje symetryczne bgdg zerowe. Stad w ptytach cienkich sity

normalne nie powstaja, co jest wynikiem hipotezy 2.

Momenty

Poniewaz naprezenia normalne 044 1 0,5 oraz styczne g;, rozlozone sg anty-
symetrycznie wzgledem ptaszczyzny srodkowej ptyty, to ich wypadkowe tworza

momenty zginajace i skrecajace wzgledem osi uktadu wspotrzgdnych.
Momenty zginajace
Okreslamy momenty zginajace

h
. 2
MII = lim Z X3 011 AXZ Ax3 = sz f X3 011 dX3,

Ax3—0 h

VAX3 2

h

* : 2
MZZ = lim X3 032 Axl Axg = Axl X3 07> dx3.

AX3—)0 _E

VAx3 2

Momenty skrecajace
Podobnie okreslamy momenty skrecajace
h

2

MlZ = lim X3 012 AXZ Ax3 = sz j X3 012 dx3,
AX3—)O —

VAx3

I

NN

* : —
M3, = Ahm X3 01 Axq Axg = Axlj X3 09 dx3,
.X'3—)O
VAX3

NS

47
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4. Materialy i metody badan

gdzie Axq i Ax, sg dlugo$ciami pasma elementarnego w odlegtosci x3 od po-
wierzchni srodkowej, a Ax; = dxj jest ich szerokos$cia. Sa to momenty wyrazone
jako wypadkowe naprezen roztozonych na dlugosciach Ax; 1 Ax, elementu ptyty.
Jednostka tych momentow jest

[M] =m-N/m?-m-m = Nm.

Momenty na jednostke szerokosci elementu okresla si¢ nastepujaco

h
2
My, = X3 011 dx3,

=

NS

M22 = f A X3 033 dx3, (448)

NS

My, = My :f X3 012 dx3.

NS

Nazwijmy wyrazenia (4.48) redukcjg antysymetryczng naprezefi o4, a, f = 1,2
po grubosci ptyty. Latwo przekonaé sie, ze jednostkami tych momentéw sa
[Nm/m].

Sily tnace

Podobnie wprowadzmy sily tnace na szeroko$ci elementu plyty.

) 2
Q; = A}cl3n—1>0 013 Axy Axz = Ax, _f_ﬁ o013 dx,
VAxs hz (4.49)
) 2
Q; = A}Cgl;l;() 023 Axl AX3 = Axl _f_ﬁ 0-23 d‘x3'
VAX3 2
Z powyzszych wzoréw widac, ze jednostkg sit tngcych jest

Natomiast sity tnace przytozone do jednostki szerokosci elementu ptyty maja wy-
miar [Q] = [N . rn_l].

h
2
Q.= n 913 dxs

4.51)

NS

Q2 :f 0,3 dxz

NS
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4.1. Model matematyczny cienkiej plyty izotropowej

Zastepujac we wzorach (4.48) i (4.51) naprezenia wyrazeniami (4.17) 1 (4.26)
otrzymujemy momenty i sity tnagce wyrazone przez ugiecie plyty.

My = D ("’_W n "’_W)
1 dx? x2 )’
2 2
My, = =D <ZT:2/ + V‘ZTV%"), (4.52)
My = =D (1 - v) =
0x,0x,°
Ja _, 0 (d*w 9*w
Q1 = —Da—xlv w = —Da—x1 <m + @) ’ (453)
2 _, a [(9*w 9*w
QZ = —Da—xzv w = —DE (m + @) s (454)
a takze uogodlnione sily tnace
V=Q _ oM _ _ i[az—w+(2—v)az—w] (4.55)
17X ax, dx; | 0x2 axz |’ '
V= Q;— My =—Di[az—w+(2—v)az—w] (4.56)
dx, 0x;, | 0x2 ox? | '

Stan tarczowy w plycie

Teraz zatdozmy, ze przy obcigzeniu punkty ptaszczyzny $rodkowej ptyty do-
znaja pewnych (4.6) przemieszczen ud, @ = 1, 2 statych po grubosci ptyty. Wtedy
ogolne przemieszczenia punktow ptyty mozna poda¢ w postaci sumy dwoch prze-
mieszczen

Ug (X1, X2) = ug(x1, x2) + ug(xq, @), (4.57)

gdzie ud wywolujg stan tarczowy plyty, a u, — stan gietny rozpatrzony wczesnie;.
Korzystajac ze wzorow (4.10) okreslamy odksztatcenia ptyty w stanie tarczo-
wym

ou’ ou’ oud  ou

0 _ 1 0 2 0 2 1
~ 2 =—2 4= 4.58
11 0x;’ €22 0x,’ Y12 0x; 0xy’ (4.58)

a nastepnie na podstawie wzorow (4.17) stan tarczowy w ptycie

E [(ou? 0w
0 _ 1 2
o1 1—1/2(6x1 +v6x2>’

o E [0u] N ou? 4.59)
22T 12 0x, Vaxl ’ )
E oud  ould
0 _ _ et S W]
012_1—1/2(1 v)<6x2+6x1>'
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Dokonajmy redukcji symetrycznej tych naprezen po grubosci ptyty

|

2 Eh (0u?  o0ud
N = f_f_l uds = 75\ 5x, TVox, )
2
h
2 Eh [(0ud  oul
Nyy = f_ 08t = T ( T Ve ) (4.60)
2
h

2 Eh oud  oud
N12=fh012dx2=m(1—v) a—xz-|'a—x1 .

2

Dalej w wyniku redukcji symetrycznej rownan rownowagi (4.18) otrzymujemy
rownania rownowagi sit tarczowych w plycie

dxq dx,

JdN. dN
21, 9022

dxq dx,

4.61)

B

gdzie N;, = N,,.Podstawiajac do tych rownan wyrazenia (4.60) przechodzimy do
uktadu dwoch rownan rozniczkowych czastkowych wzgledem nieznanych prze-
mieszczen u?, ul.

Z pierwszego rownania (4.61) otrzymujemy:

0%uf 0%u L 0%uy  0%up \ 0 162
dx? Vaxlaxz 1-v x2 = Ox,0x, ) (4.62)
lub
P gy, 0t (4.63)
_v = .
dx? ax?  0x,0x;
Z drugiego réwnania (4.61) otrzymujemy:
) 0%uf N 0%ud\ o%ud N 0%uy 0 4.64)
A=YNox00, T2 )T 92 T Vanon, - ‘
lub
U -2, W (4.65)
0x3 a-v 0x2 = 9x.0x, '

Stad wynika, ze w modelu ptyty cienkiej stan tarczowy i gietny sa roztaczone.
W dalszych rozwazaniach nie uwzgledniamy stanu tarczowego przyjmujac, ze
przy obcigzeniu ptyty ptaszczyzna srodkowa nie ulega odksztatceniom.
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4.1. Model matematyczny cienkiej plyty izotropowej

4.1.6. Warunki brzegowe

Pod dziataniem obcigzenia zewngtrznego kazdy punkt materialny wewnatrz
ptyty doznaje przemieszczen. W kazdym punkcie powstajg rowniez naprezenia.
Stan naprezen i przemieszczen w ptycie jest okreslony jednoznacznie, poniewaz
natozono na nie pewne ograniczenia w postaci zwigzkow geometrycznych, zwigz-
kow fizycznych i rownan rownowagi, ktore nazywamy wigzami wewnetrznymi.

Natomiast naprezenia i przemieszczenia na brzegu ptyty moga by¢ dowolne.
Zeby te wielkosci byty jednoznaczne, musimy natozy¢ ograniczenia na brzegu
plyty, ktoére nazywamy wigzami zewngtrznymi. Wyr6ézniamy dwa rodzaje takich
wiezow: kinematyczne i statyczne. Kinematycznymi wi¢zami sg wyrazenia na
przemieszczenia poziome uq, U, (4.8) i ugiecie w ptyty, podczas gdy wigzami
statycznymi sg wyrazenia na napr¢zenia normalne g1, 05, styczne 04, i tnace o3
1 0,3. Takie wigzy nazywamy warunkami brzegowymi. Mamy wigc kinematyczne

ui|L =u, i=1,23 (4.66)

i statyczne

O'l'j L = Eija i = 1,2,3 (467)

warunki brzegowe, gdzie L jest konturem ptyty.

Warunki kinematyczne

Kinematyczne warunki brzegowe wystepuja, gdy na krawedzi ptyty zadane sa
przemieszczenia (ugigcia) ptyty oraz katy obrotow normalnych do jej powierzchni
srodkowe;j.

Jezeli brzeg plyty jest sztywno zamocowany, to mamy zerowe kinematyczne
warunki brzegowe. W tym przypadku nie ma mozliwosci zadnych przemieszczen
punktow brzegowych (u; = 0) i mamy do spehienia trzy warunki kinematyczne

w| =0, =123 (4.68)

Poniewaz zgodnie ze wzorami (4.8)

Uy = a=1,2, (4.69)

—X3 a_xa )
to warunki (4.68) mozna zapisa¢ nastepujaco

—wl =0 wl _ wi o 470
u3—WL—, ale—a axZL_‘ ( )

Wyjasnijmy sens geometryczny tych warunkow. Pierwszy z nich oznacza, ze
przemieszczenie pionowe Us, tj. ugiecie plyty w zamocowaniu jest rowne zeru.
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Drugi i trzeci warunek to zerowanie si¢ katow obrotu normalnych do ptaszczyzny
srodkowej ptyty wokot osi kartezjanskiego uktadu wspétrzednych. Zeby wyja-
$ni¢ sens geometryczny pozostalych dwdoch warunkow rozwazmy element plyty
w osiach Ox,, Ox3 (rys. 4.2).

ns
iz
p Axq
|
0 > X
> | 1
a nq I
L Aw
l
N
v nl K
X3

Rysunek 4.2: Deformacja ptyty

Przed deformacjg normalna 71, lezy w ptaszczyznie Srodkowej ptyty, a 7iz pro-
stopadle do tej ptaszczyzny. Po deformacji normalna 7i; obraca sie o kat y taki,

ze
Aw

tgy = —. 4.71
&Y = A (4.71)
W celu unieruchomienia krawedzi plyty musimy natozy¢ ograniczenie

Aw
=—| =0. (4.72)

L

=~ t =
R v

Ten warunek jest przyblizony, poniewaz okre$la $redni kgt obrotu normalnej 714
wokot osi Ox, (przyjeto, ze odcinek Ax, jest sztywny). Doktadny kat obrotu otrzy-
mujemy, gdy granica dtugosci odcinka Ax; dazy do zera

. . Aw
lim y[ =a= lim —

| ow
Ax,-0 " 1L, Ax1—0 Axq

= 4.73
o (4.73)

L
Tutaj :—:: i jest katem miedzy styczna do odksztatconej powierzchni plyty, a osia

_ . ow . P . , N
Ox,; w zamocowaniu. Warunek F uniemozliwia wigc obrot normalnej 74 do
1l

brzegu zamocowanego na nieskonczenie maty kat obrotu a wokoét osi Ox;.
Zauwazmy, ze przy deformacji normalna 7i5 tez obraca si¢ o pewien kat 8. Po-
niewaz zgodnie z pierwsza hipoteza Kirchhoffa odcinki proste obracaja si¢ jako
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. aW . . - -
sztywne, to @ = f§ i warunek |l = 0 oznacza, ze zadna z normalnych 14, n3 do
1L

brzegu zamocowanego nie moze obraca¢ si¢ przy deformacji ptyty. Ostatni z wa-
runkow (4.70) uniemozliwia obrot normalnych do brzegu zamocowanego wokot
osi Ox;.

W ten sposdb na brzegu zamocowanym mamy trzy warunki kinematyczne
(4.70), ktére spelniamy przy pomocy dowolnych statych caltkowania rownania
rozniczkowego (4.42). To rownanie jest rownaniem rézniczkowym czastkowym
czwartego rzedu i jest rownoznaczne dwom rownaniom rézniczkowym zwyczaj-
nym czwartego rzedu. Rozwigzanie kazdego z tych réwnan zawiera cztery do-
wolne state catkowania. Wynika stad, ze w ramach teorii ptyt cienkich, na kazdym
brzegu ptyty mozemy spetnié tylko po dwa warunki brzegowe. Mamy sprzecz-
no$¢ miegdzy liczba warunkéw brzegowych, a mozliwosci ich spelienia. Roz-
wazmy jeszcze raz pierwszy z warunkow (4.73). Niech brzegiem L bedzie brzeg
(xq1 = £a,). Wtedy

w(x1,x3) L =w(tay, x) = wy(xy) = 0. 4.74)

Stad na brzegu (x; = *a,) ugiccie plyty jest funkcja tylko jednej zmiennej x,
i zgodnie z warunkiem brzegowym (4.74), funkcja ta musi by¢ tozsamosciowo
rowna zeru, tj. niezalezna od x,. To znaczy, ze pochodne tej funkcji wzgledem x,
tez beda tozsamosciowo rowne zeru

Owi(x2) _ Ow(tay,xp) _ dw(xy, x)| _ 0. (4.75)
axz 696'2 axZ

L

itd. Zatem trzeci warunek we wzorze (4.70) bedzie spelniony tozsamosciowo, jesli
doktadnie begdzie spetniony pierwszy warunek, co oznacza, ze w tym przypadku
nie ma sprzecznosci miedzy rzedem réwnania podstawowego, a liczbg warunkow
brzegowych.

Na brzegu krzywoliniowym plyty o normalnej 7i tez mamy do spelnienia dwa
warunki

W(xl'xZ) L = O:

ow  ow (4.76)

ow
= 3o = gy, COSE) + 5= 0os(, %) = 0.

axZ
Jesli kat pomigdzy normalng i, a osig X; oznaczymy jako a, powyzsze warunki

mozemy zapisa¢ w postaci:

w(x4,x =0,
(e, 2%2)], 4.77)

Pn(x1,X2) = @1 (X1, %2) COS @ + @2 (X1, Xz) sina = 0.
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4. Materialy i metody badan

Warunki mieszane

Na podstawie materialu poprzedniego podrozdziatu stwierdzamy, ze na brzegu
(x1 = *ay) plyty prostokatnej swobodnie podpartej na obwodzie musza by¢ spet-
nione dwa (a nie trzy) warunki brzegowe

W(.xl, XZ) = 0,
xlzial
0%w(xy,x3) 0 (4.78)
—== =0.
0xf Xy=ta
Podobnie na brzegu (x, = *a,) mamy do spelnienia warunki brzegowe
W(.xl, xz) = 0,
x2=ia2
0%w(xq,x3) 0 4.79)
— = =0.
0x2 Xz=ta;

Warunki statyczne

Zatozmy teraz, ze ptyta jest unieruchomiona na skutek natozenia wigzéw na
naprezenia dzialajace na brzeg plyty (np. x; = a4). W tym przypadku na brzegu
plyty mamy trzy naturalne warunki:

011 =011, 012 =012, 013 =013 (4.80)
X1=0ay X1=0aq X1=0a1
W odroéznieniu od krawedzi zamocowanej, gdzie wystgpujg state warunki brze-
gowe, tutaj warunki brzegowe zmieniajg si¢ po grubosci ptyty, poniewaz zmien-
nymi po grubos$ci sg same naprezenia (4.17), (4.26). Poniewaz teoria ptyt jest teorig
dwuwymiarowa, to warunki brzegowe (4.80) musimy zastapi¢ warunkami zredu-
kowanymi:

My = Mn, My, = M12= Q1 = 61- (4.81)
X1=0y xX1=aq X1=a,
Poniewaz ugiecie ptyty na brzegu x; = a, nie jest rowne zeru
=0 t otw M, #0 4.82
X1, X = . .
w(x1,X2) ) 0 9x.0%, | 12 ( )
X1=0a4 X1=0a1

W zwigzku z tym, ze moment skrecajacy rowniez nie jest zerowy, w tym przy-
padku mamy do spelnienia trzy warunki brzegowe (4.81). Takie warunki zostaty
zaproponowane przez Poissona i noszg nazwe¢ warunkow naturalnych.
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Mamy sprzeczno$¢ miedzy rzgdem podstawowego rownania rozniczkowego
(4.43), a liczba warunkéw brzegowych. Kirchhoft [98] otrzymat warunki

Mi1=0, V=Q,+ =0 (4.83)
dxq
na krawedziach x; = +a4 oraz
My, =0, V,=0Q,+ =0 (4.84)
dx,

na krawegdziach x, = ta,.

4.2. Budowa makroelementu plytowego

4.2.1. Definicja makroelementu

Rozwazmy cienka, krzywoliniowg ptyte P o dowolnym ksztalcie, odniesiong
do lokalnego uktadu wspotrzednych X, 0, %, %5. O$ 0, X5 skierowana jest tak, zeby
uktad ¥ 0, X,%; byt prawoskretny. Oznaczmy kontur tej ptyty przez C, (rys. 4.3).

Rysunek 4.3: Ptyta krzywoliniowa ograniczona konturami prostokatnymi

Ograniczmy rozwazang plyte nieskonczonym zbiorem konturé6w prostokat-
nych {L&{‘)}, k,n = 0,1,2,..., z ktorych kazdy zawiera w sobie kontur danej

plyty. Kazdy kontur {L%k)} odnosimy do globalnego uktadu wspotrzgdnych x; Ox,.
Oczywistym jest, ze ze zbioru konturéw {L%k)} zawsze mozna wybraé nieskon-

czony podzbior {Lg)}, i < k jednakowej orientacji i. Zbior {L,} przedstawia sume
podzbioréw konturéw rdznych orientacji.

[ee]

{Ln} = U {19} (4.85)

i=0
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Dla kazdej orientacji i przechodzimy do granicy ciggu

lim {L&?} =1¥ = inf{LSP}. (4.86)

n—oo

Kontur L%i) jest konturem stycznym do konturu C, ptyty rzeczywistej w orienta-
¢ji i. Nastepnie z nieskonczonego zbioru konturéw {Lg)}, i =01,2,.. wybie-
ramy jeden kontur taki, ze:

1. Jego osie symetrii geometrycznej x; 0X,x3 1 osie lokalnego uktadu wspotrzed-
nych igl)OlfS)fg) pokrywajg sie, tj. 0; = 0O; J?S) Il x5,s=1,2,3
lub

2. Krawedzie plyty czesciowo pokrywaja si¢ z konturem podstawowym.

Wiele plyt moze by¢ jednoczesnie zorientowanych na dwa sposoby. Na przyktad
plyta rombowa w uktadzie globalnym zorientowana wg pierwszego sposobu jest
symetryczna (rys. 4.4a) i niesymetryczna wg drugiego sposobu (rys. 4.4b). Zeby

(a) Plyta symetryczna (b) Ptyta niesymetryczna

Rysunek 4.4: Przyktad plyty symetrycznej i niesymetrycznej w uktadzie global-
nym

jednoznacznie okresli¢ orientacje ptyty w obszarze makroelementu pierwszy spo-
sob stosujemy dla ptyt posiadajacych jedng lub dwie osie symetrii geometrycznej,
a drugi dla ptyt nieposiadajgcych tych osi.

Kontur spelniajagcy wymienione powyzej warunki nazywamy konturem pod-
stawowym i oznaczamy przez L, a jego osie symetrii geometrycznej x, 0Xx,X3 Wy-
bieramy jako osie globalnego uktadu wspotrzgdnych. W ten sposob dowolna krzy-
woliniowa plyta P zostata ogranicza konturem podstawowym L i odniesiona do
globalnego uktadu wspolrzednych, przy czym osie lokalnego i globalnego uktadu
wspotrzednych nie pokrywajg si¢ (rys. 4.7).
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2a4

Rysunek 4.5: Wezly stacjonarne i punkty gtowne w ptycie wielokatnej

Rozwazmy ptyte krzywoliniowg o konturze gltadkim lub zalamanym (4.5).
Wyrézniamy na konturze punkty, ktorych polozenie nie zmienia si¢ w procesie
rozwigzania zagadnienia. Nazywamy je wezlami stacjonarnymi. Zaliczamy
do nich: wierzchotki i narozniki plyty, podpory skupione, punkty srodkowe
oraz punkty nieciaggtosci warunkoéw brzegowych. W weztach stacjonarnych nie
zapisujemy zadnych warunkéw. Odcinki tukow lub prostych pomigedzy dwoma
wezlami stacjonarnymi nazywamy krawedzig i oznaczamy @, @, s @ Zbior
wszystkich krawedzi nazywamy brzegiem ptyty.

Definicja 1. Wierzchotkiem plyty nazywamy punkt, w ktorym pochodna funkcji
opisujqcej kontur plyty zmienia znak, czyli styczna do konturu plyty w tym punkcie
zmienia kierunek. Punkty niecigglosci tej pochodnej sq naroznikami piyty.

Definicja 2. Punkty przeciecia konturu plyty z osiami makroelementu nazywamy
weztami srodkowymi, a punkty w ktorych funkcja opisujgca warunki brzegowe do-
znajg skoku wartosci nazywamy punktami nieciggtosci.

Wierzchotki oznaczamy przez W, a narozniki przez N;. Punkty, w ktorych
przytozone sa podpory skupione, oznaczamy przez R;, a punkty nieciagtos$ci wa-
runkoéw brzegowych przez B;. Wezty Srodkowe oznaczamy przez O;.

Rozrozniamy wezty srodkowe gtadkie oraz zatamane. Weztem $rodkowym
gtadkim nazywamy punkt, w ktorym pochodna funkcji opisujacej kontur ptyty
istnieje. Jezeli pochodna funkcji w punkcie jest nieciagta, to mamy wezet zata-
many. Rodzaje wezlow srodkowych przedstawiono na rysunku 4.6. Widzimy, ze
wezly srodkowe zalamane mozna traktowac jako narozniki ptyty. We wszystkich
wprowadzonych powyzej oznaczeniach indeks i = 1,2, ....
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Xy Xy X,

01 Ol Oi
N—oy
—— —1.\
0 \ 0 \
7 — 4 - -
X1 X1 X1
(a) gtadkie (b) jednostronnie (c) dwustronnie za-
zalamane tamane

Rysunek 4.6: Rodzaje weztow srodkowych

Nastepnie rzutujemy wezly naroznikowe na osie globalnego uktadu wspot-
rzednych. Rzuty oznaczamy przez N/, N/' itp. i nazywamy punktami gléwnymi.
Zaliczamy do nich takze punkty przecigcia konturu podstawowego z jego osiami

symetrii geometryczne;j.

Rysunek 4.7: Plyta ograniczona konturem podstawowym

Zamodelowane w taki sposob plyty rzeczywiste i kontury podstawowe rozwa-
zamy jako zbiory.

Definicja 3. Suma zbiorow plyty rzeczywistej z naniesionymi na brzegu weztami
stacjonarnymi i konturu podstawowego z weztami giownymi na jego osiach syme-
trii geometrycznej nazywamy makroelementem plytowym.

Definicja 4. Kontur Cy plyty rzeczywistej nazywamy konturem wewnetrznym,
a kontur podstawowy L — konturem zewnetrznym makroelementu plytowego.

Makroelement jest podstawa modelu obliczeniowego ptyty [54] opracowa-
nego w Rozprawie Doktorskie;j.

Jezeli lokalny i globalny uktad wspotrzednych maja ten sam poczatek, a osie
uktadow pokrywaja sie, to moéwimy, ze plyta jest dopasowana do makroelementu
(dwukierunkowo lub jednokierunkowo). W przeciwnym razie mamy plyte niedo-
pasowang. W zalezno$ci od orientacji ptyta moze by¢ dopasowana lub niedopaso-
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wana do makroelementu. Przyktadem takiej plyty jest ptyta rombowa podana na
rysunku 4.4.

Zaznaczmy, ze rozwigzanie ptyty niedopasowanej w ramach modelu makro-
elementu jest bardziej skomplikowane i moze by¢ obarczone wigkszymi btedami.
Zrozumiatym jest, ze jesli ptyta nie ma osi symetrii geometrycznej, to nie moze
by¢ dopasowana do makroelementu.

Nastgpnie dopelniamy ptyte rzeczywista tym samym materiatem do obszaru
prostokatnego ograniczonego konturem podstawowym L, tak zeby kontur C ptyty,
wezly stacjonarne i punkty gtdéwne pozostaly wyrdznione.

Rysunek 4.8: Ptyta podstawowa

Taki obszar nazywamy plyta podstawowa i oznaczamy symbolem P (rys. 4.8).
Plyta podstawowa jest wigc potagczeniem ptyty rzeczywistej P i jej dopelnienia d P
do obszaru prostokatnego.

P=PUJP (4.87)

Model ptyty podstawowej stuzy do rozwigzania przemieszczeniowego rowna-
nia rownowagi (4.18).

Plyta podstawowa jest dwukierunkowo symetryczna i odniesiona do global-
nego uktadu wspotrzednych x; 0x,x3 razem z konturem podstawowym L, ktory
teraz jest jej integralng czescig. Mowimy, ze plyta P jest wlaczona w plyte P, co
zapisujemy jako P © P. Z punktu widzenia mechanicznego ptyta swobodna P
1 ptyta wiaczona P sg to rozne ptyty: ptyta wilaczona jest ,,docisnicta” materia-
tem dopetiajacym. Zeby je rozrozni¢, ptyte wiaczong oznaczamy przez I, a jej
kontur przez C. Kontur C odpowiada konturowi C, ptyty rzeczywistej swobodne;j
(rys. 4.7). Plyta I1 podobnie jak plyta podstawowa zwigzana jest z uktadem glo-
balnym, podczas gdy plyta rzeczywista z uktadem lokalnym. Na przyktad ptyta
kolista swobodna zwigzana jest z lokalnym uktadem biegunowym, a ta sama ptyta
wlaczona — z globalnym uktadem kartezjanskim. Dalej uwzglednia¢ bedziemy
tylko uktad globalny. Zaktadamy, ze ptyta podstawowa jest zrOwnowazona w spo-
sob wewnetrzny. To znaczy, ze w catym obszarze plyty spetnione jest rowna-
nie rownowagi (4.18) i1 nie sa spetnione warunki brzegowe. Zgodnie z zasada
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Cauchego-Eulera kazda mys$lowo wyodrgbniona cze$¢ tej ptyty bedzie zrowno-
wazona zewnetrznie pod warunkiem natozenia na nig odpowiednich wigzow.

Plyta IT jest wyodrebniona z ptyty podstawowej P i znajduje si¢ w rownowadze
pod obcigzeniem zewngtrznym i reakcjami przytozonymi do jej brzegu ze strony
materiatu dopelniajgcego. Zaktadamy, ze te reakcje sg zgodne z warunkami ogra-
niczajacymi nalozonymi na brzeg plyty rzeczywistej swobodnej. Takie warunki
nazywamy warunkami brzegowymi. Zgodnie z przyjetym zatozeniem warunki te
spelniamy w oddzielnych weztach na brzegu plyty Il wlaczonej w makroelement.

Teraz wyodregbniamy z ptyty podstawowej cz¢§¢ w postaci plyty rzeczywistej
[T ograniczonej konturem podstawowym C z nalozonymi weztami stacjonarnymi.
Oproécz tego zgodnie z zasada Cauchego-Eulera naktadamy na kontur C plyty
wiezy, ktore odpowiadajg warunkom brzegowym w ptycie swobodnej. Te wiezy
naktadamy w punktach, ktore nazywamy weztami biezacymi. Ich potozenie zmie-
nia si¢ w kazdej K-tej iteracji rozwigzania plyty. Skonstruowany w ten sposob
model plyty rzeczywistej nazywamy makroelementem ptytowym [53, 52].

Rozwazmy makroelementy plyt o réznych ksztattach (rys. 4.9). Ptyta kolista
jest zawsze dopasowana do makroelementu (rys. 4.9a). Plyta sze$ciokatna
(rys. 4.9b) ma dwie osie symetrii geometrycznej, ktore pokrywaja sie z gtownymi
osiami makroelementu i jest dwukierunkowo dopasowana, a krawedzie ptyty
cze$ciowo pokrywaja si¢ z konturem makroelementu. Plyta w ksztalcie rombu
(rys. 4.9¢) réwniez ma dwie osie symetrii geometrycznej, ktore pokrywaja si¢
z glownymi osiami makroelementu, jest wiec dwukierunkowo dopasowana.
W tym przypadku kontur ptyty i kontur makroelementu nie maja czesci
wspolnych. Plyta trojkatna (rys. 4.9d) ma jedna o$ symetrii geometrycznej, ktdra
pokrywa si¢ z gtéwna pionowa osig makroelementu. Jest jednokierunkowo dopa-
sowana. Osie symetrii geometrycznej ptyty ukosnej (rys. 4.9¢) nie pokrywajg si¢
z glownymi osiami makroelementu. Plyta nie jest dopasowana, chociaz kontury
plyty 1 makroelementu majg wspdlne czesci. Szczegdlnym przypadkiem plyty
ukos$nej jest ptyta w ksztalcie rombu (rys. 4.4).

4.2.2. Wezly brzegowe

W tym rozdziale zdefiniowano pojecia wykorzystywane w procesie tworzenia
wezlow oraz przedstawiono na przykladach sposoby ich generowania.

Pojecia wstepne

Dwustronnym J§-otoczeniem w¢zla stacjonarnego nazywamy jego dopehienie
do kota o nieskonczenie matym promieniu 8.

Jednostronnym &-otoczeniem wezta stacjonarnego nazywamy jego dopetnie-
nie do potkola o nieskonczenie malym promieniu &.

60



4.2. Budowa makroelementu plytowego

(a) Makroelement ptyty kolistej (b) Makroelement ptyty szesciokatnej

EZ/

(e) Makroelement ptyty ukos$nej

Rysunek 4.9: Przyktady makroelementow ptytowych
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Wezly przynalezne do otoczenia wezta stacjonarnego nazywamy wezlami gra-
nicznymi.

W §-otoczenie wezla stacjonarnego moga trafi¢ nie wigcej niz dwa wezly bie-
z3ace, a W -otoczenie nie wigcej niz jeden wezet.

Pojecie §-otoczenia stosujemy do naroznikéw i punktéw niecigglosci warun-
kéw brzegowych, natomiast pojecie e-otoczenia do punktéw srodkowych i wierz-
chotkow plyty. Zaznaczmy, ze zaden wezetl graniczny nie pokrywa si¢ z weztem
stacjonarnym, lecz moze by¢ umieszczony nieskonczenie blisko niego.

Tworzenie wezlow brzegowych

Zgodnie z definicjag makroelement ptytowy sktada si¢ z modelu obliczenio-
wego i czesci geometrycznej, ktore mozna rozpatrywac oddzielnie. Model oblicze-
niowy jest czgscig modelu matematycznego. Zawiera on funkcje bazowe, funkcje
stanu przemieszczen i naprezen w plycie, funkcje ksztattu i funkcje obcigzeniowe,
wezly brzegowe i wezty powierzchniowe. Model matematyczny ptyty zawiera hi-
potezy podstawowe, rownanie rOwnowagi, rozwigzanie tego rOwnania, wyrazenia
na wielkosci statyczne i kinematyczne oraz warunki brzegowe.

Czgé¢ geometryczna makroelementu to konfiguracja weztéw stacjonarnych
i brzegowych wybrana tak, aby jak najdoktadniej odzwierciedlala rzeczywista
konstrukcje, tj. ksztalt ptyty, warunki brzegowe, przytozone do ptyty obciazenia
1 deformacj¢ plyty wywotang ich wptywem.

Budowg modelu obliczeniowego plyt cienkich izotropowych zajmiemy si¢
w kolejnych rozdziatach pracy. Ten rozdziatl poswigcimy wylacznie czgsci geome-
trycznej. Oznaczmy przez m ogdlng liczbe krawedzi plyty, przez n ogoélng liczbg
prostych weziow brzegowych na obwodzie, a przez n;, liczbe weztow na krawe-
dzi i. Liczbe weztow na kazdej krawedzi nalezy ustali¢ w zalezno$ci od konfigu-
racji ptyty 1 liczby aproksymacji K. Zgodnie z modelem obliczeniowym opraco-
wanym w dalszej czeSci pracy liczba n okreslana jest jako polowa liczby stopni
swobody Ry, ugigcia ptyty wigczonej w makroelement przy zadanej z gory licz-
bie aproksymacji K rozwiazania.

n==-K-p-s-v, (4.88)

gdzie: p — ogolna liczba funkcji okreslajacych model, v — ogdlna liczba wyrazen
zawartych w funkcji okreslajacej, s — og6lna liczba kierunkéw zmiennej wspot-
rzednej (s = 2).

Liczba wezlow brzegowych zalezy od modelu ptyty i parametru K. W zalez-
nosci od konfiguracji ptyty parametry p, v przyjmujg rézne wartosci. Wezty brze-
gowe moga by¢ wybrane na rozne sposoby pod warunkiem, ze ich suma jest rowna
n,+n,+--+n,=n

W Rozprawie Doktorskiej zaproponowano dwa sposoby tworzenia weztow
brzegowych.
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4.2. Budowa makroelementu plytowego

Pierwszy sposob tworzenia wezlow brzegowych

Kontur ptyty traktuje sie jako zbior przedziatow domknigtych w postaci tukow
w plytach krzywoliniowych lub odcinkéw w plytach wielokatnych ograniczonych
wezlami stacjonarnymi. Zgodnie z wprowadzong wczesniej definicja, przedzialy
te sa krawedziami ptyty. Nastepnie wprowadzamy zbiory punktow rownomiernie
rozmieszczonych w kazdym przedziale biorgc pod uwage otoczenie weztow sta-
cjonarnych. Rozktad punktow na krawedziach jest tak dobrany, aby skrajne punkty
trafiaty w narozniki. Rozpiszmy wyrazenie (4.88) wzgledem parametru s.

1 - -

n=§-K-@1-v2+p2-v1), (4.89)
Rozwazmy trzy modele ptyty wlaczonej w makroelement:

1. Plyta niedopasowana do makroelementu:

p2:47 V2=4', Tl=16K

W tym przypadku mozemy korzysta¢ ze wzoru ogolnego (4.88). W ramach
tego modelu bedziemy rozpatrywaé dwa warianty:
a) wezly srodkowe sg weztami stacjonarnymi,
b) nie bierzemy pod uwage weztow srodkowych.

2. Plyta dopasowana jednokierunkowo, np. na kierunku s = 1 o symetrii obcig-
Zenia zewngtrznego 1 warunkow brzegowych na tym kierunku:

V2=4, n=8K.

3. Plyta dopasowana dwukierunkowo, a takze z symetrig obcigzenia zewngtrz-
nego i warunkéw brzegowych. Wtedy mamy:

p, =2, vy =2, n=4K.

Rozmieszczenia weztow brzegowych wedtug opisanych modeli dokonujemy

w trzech krokach:

1. Okreslamy $rednia liczbe weztdw na jednej krawedzi jako czgsc catkowita
ilorazu 4 = Ent(n/m) i jednakowo rozmieszczamy je na wszystkich krawe-
dziach.

2. Przy pomocy reszty r = res(n/m) korygujemy liczbe weztdw na oddzielnych
krawedziach. Korekty mozna dokonac¢ takze przez okreslenie zadanej z gory
liczby wartosci u w zaleznosci od dtugosci krawedzi i warunkow brzegowych.

3. Nakazdej krawedzi wezly rozmieszczamy rownomiernie tak, zeby dwa z nich
przynalezaty do §-otoczenia naroznika. W taki spos6b modelujemy prosty we-
zet naroznikowy w plycie.
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Poniewaz zgodnie z definicjg krawedz ptyty jest odlegtosciag migdzy dwoma
weztami stacjonarnymi, to w pierwszym wariancie liczba krawedzi zawsze bedzie
wigksza od liczby naroznikéw, a w drugim ich liczba zawsze bedzie taka sama.
Na podstawie wymienionych definicji liczba weztow na kazdej krawedzi ptyty
wielokatnej wynosin; = u + 7.

Potaczenie zbioréw weztéw biezacych i granicznych nazywamy wezlami
brzegowymi. Ustalono, ze ogolna liczba weztow brzegowych na obwodzie plyty
jest znana. Problem polega na ich rozmieszczeniu na kazdej krawedzi. Zgodnie
z opisanym podejSciem zbiory te zawsze sa zbiorami otwartymi.

Przeanalizujmy najczgéciej uzywane konfiguracje ptyty (rys. 4.10-4.12).

Phyta trojkgtna

®
A ng D N3 C
Rysunek 4.10: Sposéb tworzenia weztow brzegowych plyty trojkatnej

Rozpatrzmy dwa modele ptyty:
1. Plyta niedopasowana do makroelementu.
a) Wezet D tratujemy jako wezet stacjonarny. Wtedy:

n=16K, m=4, u=4K, r=0.

Na kazdej krawedzi rownomiernie rozkladamy 4 K weztow, tj. n; = 4 K,
i = 1,..,4. Przy tym w wezle srodkowym D powstang dwa wezty gra-
niczne, tj. podwojny wezet stacjonarny. Zeby tego unikngé 8 K weztow
rozktadamy réwnomiernie na catej krawedzi AC.

b) Nie bierzemy pod uwage weztdw srodkowych. W tym przypadku mamy:

n=16K, m=3, u=>5K, r=1.
Na krawedziach Ny N, i N, N3 naktadamy 5 K weztow, a na krawedziach

NNz — 6 K wezlow, tj. w tym przypadku jedna z krawedzi plyty trojkatnej
powinna zawiera¢ o jeden wezet wigcej od pozostatych (rys. 4.11).
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4.2. Budowa makroelementu plytowego

(a) Trojkat rownoramienny (b) Trojkat prostokatny

Rysunek 4.11: Liczba weztow na krawegdziach plyty trojkatnej

2. Plyta jednokierunkowo dopasowana do makroelementu.
W tym przypadku rozpatrujemy tylko polowe plyty symetryczng wzgledem
osi BD, na przyktad ABD (rys. 4.10). Mamy:

n=8K, m=2, u=4K, r=0.

Na krawedzi AB odktadamy 5 K weziow, a na krawedzi AD — 3 K weztow.
Model 2 pokrywa si¢ z wariantem a) modelu 1.

Plyta prostokgtna
B F C
[ . 9
E@-------- Ao 4G
.
A H D

Rysunek 4.12: Sposéb tworzenia weztow brzegowych plyty prostokatnej

Rozpatrzmy trzy modele ptyty:
1. Plyta niedopasowana do makroelementu.
a) Na kazdej krawedzi rozmieszczamy roéwnomiernie 2K weztow.

n=16K, m =8, u=2K, r=0.

Przy takim rozkladzie powstang cztery podwojne wezty srodkowe.
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b) Na kazdej krawedzi nakladamy 4 K weziow.
n=16K, m =4, u=4K, r=0.
2. Plyta jednokierunkowo symetryczna.
n=8K, m=3, u=2K, r=2.

Ten wariant nie daje rozwigzania.
3. Plyta dwukierunkowo symetryczna.

n=4K, m=2, u=2K, r=20.

Rozwaza si¢ tylko ¢wier¢ plyty, na przyktad EBF. Na kazdej krawedzi nakta-
damy 2 K weztow. Model pokrywa si¢ z wariantem a) modelu 1.

Drugi sposob tworzenia wezléw brzegowych

Rozwazmy ptyte wielokatna z okre§lonymi na brzegu weztami stacjonarnymi.
Na schemacie ptyty (rys. 4.13) wezty te sg oznaczone czerwonymi kotami. Na-
stepnie rzutujemy je na osie makroelementu Ox;, OX,, a rzuty nazywamy punk-
tami gtownymi i oznaczamy odpowiednio N/, N;" itd. Na schemacie ptyty punkty
gléwne oznaczono czerwonymi okrggami. Poczatek uktadu wspotrzednych trak-
tujemy jako podwojny punkt gléwny. Punkty gléwne dzielg osie makroelementu
na przedzialy skonczone. Podobnie jak dla weztéw stacjonarnych wprowadzamy
y-otoczenie punktow gtownych. Nastgpnie wprowadzamy dwa uporzadkowane
zbiory punktow X; = {xq} U {—x1x} 1 X5 = {x3;} U {—xy;} rOwnomiernie
roztozonych w przedziatach domknictych Xy € [—ag, a], s = 1,2. Wprowa-
dzone zbiory punktéw ograniczone sg od dotu i od gory —ag; = inf{xg} < X <
sup {x5;} = as. Nazywamy je punktami wyjsciowymi, a punkty przynalezne do
y-otoczenia punktow gtownych — punktami granicznymi. Przy takim rozktadzie
punktow wyjsciowych poczatek uktadu wspotrzgdnych nie bedzie zawierac sig
w tych zbiorach, a punkty wyj$ciowe beda roztozone rownomiernie na osiach ma-
kroelementu, lecz niejednakowo i nieréwnomiernie w kazdym przedziale. Czg$¢
z nich moze trafi¢ w y-otoczenie punktu gtownego.

Oczywistym jest, ze przy rownomiernym rozkltadzie w symetrycznym prze-
dziale zbioru punktdéw o parzystej liczebnosci w y-otoczenie moze trafi¢ nie wigcej
niz jeden punkt wyjsciowy. To znaczy, ze y-otoczenie punktu gtownego zawsze
jest otoczeniem jednostronnym. Rozrézniamy lewostronne (y ™) i prawostronne
(y*) otoczenie. Przy tym zaden punkt wyjSciowy nie trafia w poczatek uktadu
wspotrzednych. To znaczy, ze podzbior O jest zbiorem pustym O = @. Nastgpnie
rzutujemy punkty wyjsciowe i punkty graniczne na kontur ptyty.

Rzuty generowane na krawegdzie rodzing punktow wyjsciowych {x4;} ozna-
czamy przez Ky, arodzing {x,,;} przez Lg;, gdzie r, q to numery krawedzi, na ktore
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X1 = X1

2a4

Rysunek 4.13: Ptyta wielokatna z okreslonymi weztami brzegowymi

rzutujemy punkty, natomiast k, [ to numery punktow w zbiorach X; i X,. Punkty
przeciecia linii (xq = xq;) oraz (x, = x5;) z konturem plyty nazywamy weztami
biezacymi (rys. 4.14). Przyjmujemy, ze kazdy punkt wyjSciowy generuje na jedne;j
krawedzi tylko jeden wezet, ktory nazywamy prostym wezlem krawedziowym.
Podobnie rzuty punktow wyjsciowych granicznych na kontur ptyty tworza wezty
krawedziowe graniczne.

W= =x3)NCUX=xy)NC (4.90)

Zbior dwoch weztow krawedziowych granicznych tworzy wezel naroznikowy.
Jezeli kazdy z nich jest weztem prostym, to wezel naroznikowy bedziemy nazy-
wac weztem prostym naroznikowym. Jesli jeden z nich jest weztem podwojnym to
odpowiedni wezet naroznikowy nazywamy weztem niesymetrycznym. Jesli oba
wezly krawedziowe graniczne sg podwdjne, to mamy podwdjny wezet narozni-
kowy.

Definicja 5. Jezeli kazdy punkt wyjsciowy odpowiada jednemu weztowi krawe-
dziowemu, to taki wezel nazywamy prostym.

Definicja 6. Jezeli dwa punkty wyjsciowe x4y € X4 i X5; € X, odpowiadajq temu
samemu punktowi na krawedzi plyty, to mamy podwaojny wezel krawedziowy.

Zaznaczmy, ze podwojny wezet krawedziowy mozna otrzymac tylko przy rzu-
towaniu na jedng krawedz dwoéch punktow wyjsciowych pochodzacych z réznych
zbiordw x5 € Xq A xy; € X,.

Potaczenie dwoch weztow granicznych przynaleznych do jednego naroznika
nazywamy weztem naroznikowym. Zbior weztow biezacych i granicznych nazy-
wamy weztami brzegowymi. Znajac ogo6lng liczbe weztow brzegowych n (4.88)
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Rysunek 4.14: Ptyta krzywoliniowa z okreslonymi weztami brzegowymi

mozemy okresli¢ liczbg punktéw wyjsciowych na kazdej osi makroelementu nie-
zbednych dla generacji tych weziow. Poniewaz zbiory X, i X, generuja jedna-
kowa liczbe weztéw krawedziowych, to na kazdy zbior przypada n/2 weztow.
Rozwazmy np. zbior X;. Gdyby kazdy element tego zbioru generowat jeden we-
zet, to dla generacji n/2 weztow krawedziowych nalezatoby wybraé n/2 punktow
wyjsciowych, tacznie z punktami granicznymi. Poniewaz kazdy punkt wyjsciowy
generuje dwa wezly na brzegu ptyty, zeby otrzymaé¢ n/2 weztow brzegowych,
nalezy wybraé n/4 punktéw wyjsciowych. Podobnie n/4 elementy ze zbioru X,
generuja n/2 weztow brzegowych. Stad aby uzyskac¢ n weztdéw brzegowych, na-
lezy wybraé n/2 punktéw wyjsciowych rownomiernie rozmieszczonych na osiach
makroelementu. Zgodnie z pierwszym podej$ciem ogodlna liczba weztow na kon-
turze ptyty wynosi (4.88). W kazdym wezle zapisujemy dwa warunki brzegowe.

Podstawe modelowania warunkow brzegowych wg drugiego sposobu stanowi
rozktad punktow wyjsciowych na gléwnych osiach makroelementu, natomiast wg
pierwszego — rozktad weztow na krawedziach ptyty. Wada drugiego podejscia jest
nierdwnomiernos$¢ rozktadu weztéw na krawedziach ptyty i mozliwo$¢ powstania
weztow podwojnych, a pierwszego — trudnos$¢ okreslenia liczby weztow na kaz-
dej krawedzi plyty. Jako rozwigzanie sprzeczno$ci proponuje si¢ polaczy¢ oba te
sposoby. Liczbe weztéw na krawedziach okreslamy wg drugiego sposobu i roz-
mieszczamy te wezly rownomiernie na danej krawedzi.

4.2.3. Wezly powierzchniowe

Wybor weztow powierzchniowych jest niezalezny od wyboru weztow brze-
gowych, a zalezy tylko od liczby aproksymacji obcigzenia M = N. Moze jednak
zosta¢ powigzany z generowaniem weztdw brzegowych, np. poprzez wykorzy-
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stanie tych samych punktow wyjsciowych i ich rzutowanie na krawedzie plyty
rzeczywistej wzdtuz tych samych linii prostych (x1 = x1x), (x; = x3;).

EZJ\ Xy = X3

~ - —4-——&-
S N N N
~ ¥

2a4

Rysunek 4.15: Tworzenie wezlow powierzchniowych

Punkty przecigcia tych linii w obrebie obszaru ograniczonego konturem ptyty

P nazywamy we¢ztami powierzchniowymi. Do wezléw powierzchniowych zali-

czamy roéwniez punkty przeciecia linii (x; = Xqp), (X, = x5;) z brzegiem ptyty
(rys. 4.15).

Wy = (21 = x1) N (xz = x3;) UB. (4.91)

W wezlach powierzchniowych spelniamy warunki zapisane na powierzch-
niach ptyty. W zwigzku z tym przenosimy zdyskretyzowany makroelement na
poziom powierzchni zewngtrznych ptyty.

Zaznaczmy, ze w odroznieniu od metod numerycznych pomocnicza siatka
utworzona z linii (x; = xq;) oraz (x, = Xxj;) nie dzieli makroelementu na
drobne elementy (skonczone lub brzegowe), a stuzy tylko do okreslenia wspot-
rzednych punktow, w ktorych spetniane sg odpowiednie warunki brzegowe i po-
wierzchniowe (w szczeg6lnosci zapewnienia odpowiedniego rozktadu obcigze-
nia na powierzchni ptyty). Do wyznaczenia wspotrzednych wezlow powierzch-
niowych mozna jednak wykorzysta¢ oprogramowanie do generowania siatek lub
narzgdzia typu CAD (rys. 4.16).

Poszukiwane wielkos$ci ugigcia, katow obrotéw oraz sit wewnetrznych obli-
czamy w dowolnych punktach w ptaszczyznie srodkowej ptyty. Mozemy do tego
celu wykorzysta¢ wspotrzedne (x4, x5 ) weztdw powierzchniowych. W weztach na
krawedziach ptyty spelniamy warunki brzegowe, natomiast w weztach powierzch-
niowych spelniamy warunki zapisane na powierzchniach ptyty. Wezty brzegowe
i powierzchniowe moga mie¢ te same wspolrzgdne (x4, x5). Nalezy jednak pod-
kresli¢, ze sa to zawsze rézne wezly, poniewaz wezly brzegowe wybierane sg na
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konturze ptyty (rys. 4.1) tj. przecigciu ptaszczyzny $rodkowej z pobocznica, na-
tomiast wezty powierzchniowe wybierane sa na powierzchniach zewnetrznych —
g6rnej lub dolnej.

Rysunek 4.16: Wezly powierzchniowe ptyty trojkatne;j

4.2.4. Analiza wezlow brzegowych

W Rozprawie Doktorskiej ograniczamy si¢ do ptyt, w ktorych kazda linia pro-
sta rownolegta do osi makroelementu przecina kontur ptyty tylko w dwoch punk-
tach. Kazdemu punktowi wyjsciowemu odpowiada jeden wezel na krawedzi ptyty.

Rozwazmy plyte o dowolnej konfiguracji wigczong w makroelement. W za-
leznosci od ksztattu ptyty mozliwe sg rozne rodzaje weztow brzegowych: wezty
srodkowe, wezty biezace proste i podwojne, wezty naroznikowe proste, niesyme-
tryczne (mieszane) oraz podwojne, a takze wezly eliptyczne.

Plyta prostokatna

Rozwazmy ptyte prostokatng wlaczong w makroelement (rys. 4.17). Taka ptyta
jest przypadkiem czastkowym, gdy kontury plyty i makroelementu pokrywaja
sie. Wezlami stacjonarnymi uktadu sa narozniki N; 1 wezty §rodkowe plyty O;,
i =1,..,4. W tym przypadku wezly sSrodkowe begda jednoczesnie punktami gtow-
nymi. Przynalezne do nich punkty inf{x,,} = X171 = —aq, sup{xy,} = X1, = a4
oraz inf{xy;} = X1 = —ay, sup{Xzm} = X3, = a, sa punktami granicznymi.

Wprowadzamy zbiory punktow X; = {xq,,} oraz X, = {x,;} rownomier-
nie rozmieszczonych na osiach makroelementu w przedziatach X; € [—a;,0) U
(0,a;],j = 1, 2 tak, zeby kresy tych zbiorow byly punktami granicznymi weztow
srodkowych. Nastepnie rzutujemy je na krawedzie ptyty. W przypadku ptyty pro-
stokatnej kazda linia X; = {xq,,} oraz X, = {x,;} przeprowadzona przez punkty
wyjsciowe przecina kontur plyty w dwoch punktach. To znaczy, ze kazdy punkt
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Rysunek 4.17: Wezly brzegowe plyty prostokatnej

wyjsciowy generuje tylko jeden wezel na krawedzi ptyty. Wezty generowane zbio-
rem punktow X; na krawedziach (2) i (4) oznaczmy przez K, 7 = 2,4, a wezly
lezace na krawedziach @, @ przez L,;, v = 1, 3. Tutaj r jest numerem krawedzi,
a m, | — numerem punktéw wyjsciowych w odpowiednich zbiorach. Potozenie
tych weztow zmienia si¢ w procesie rozwigzania zagadnienia, dlatego nazywamy
je weztami biezacymi.

Aby okresli¢ wspolrzedne tych wezlow zapiszmy réwnania rozwazanej kra-
wedzi. Stosujemy dwa warianty zapisu: w postaci prostej x, = f;-(x1) i w postaci
odwrotnej x; = @,(x;). Pierwszy zapis stosujemy przy rzutowaniu zbioru X,
a drugi przy rzutowaniu zbioru X, na t¢ krawedz. W przypadku plyty prostokatnej
réwnanie w postaci prostej opisujg tylko krawedzie poziome, a w postaci odwrot-
nej tylko krawedzie pionowe.

Okreslamy wspdtrzedne weztdw biezacych Ky, [X1m, fr(X1m)]  albo
Ly [@r(x21), x21]. Wprowadzmy oznaczenia fr(xX1m) = frm 1 0r(x21) = @1

Poniewaz zbiory weztow {K,,,,} oraz {L,;} sa rozltgczne, bo lezg na rdéznych
krawedziach, to same wezlty K., oraz L,; nie beda pokrywac si¢. Innymi stowy
beda weztami prostymi. To znaczy, ze migdzy zbiorami punktow wyjsciowych
X, = {x1m}, X2 = {x3}, a zbiorami weztow biezacych {K,,}, {L,;} istnieja
jednoznaczne (funkcyjne) zaleznosci.

Teraz przejdzmy do analizy naroznikow ptyty. Poniewaz w ptycie prostokatne;j
wszystkie narozniki sg identyczne, to wystarczy dokona¢ analizy jednego z nich,
np. N3. Przechodzimy do granicy, gdy elementy x,,, punktow wyjsciowych zbioru
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X1 = {x1m} d3za do punktu granicznego x,, = a,. Ciag weztow biezacych {K;,,}
bedzie zblizaé si¢ do naroznika N3. Na skutek tego, ze punktem granicznym ciaggu
{x1m} jest punkt x,,, = a, taka granica zawsze istnieje. Mamy

lim K,y = Kj3, (4.92)

gdzie wskaznik 3 dotyczy naroznika N3. Wezet K,3 nazywamy prostym wezlem
granicznym na krawedzi @ przy narozniku 3. Podobnie okreslamy prosty wezet
graniczny na krawedzi @ przy tym samym narozniku
lim Lz = Las. (4.93)
X210z
Potaczenie tych dwoch wezldw nazywamy prostym wezlem naroznikowym
pierwszego rodzaju.

Zaznaczmy, ze wezly graniczne lezace w otoczeniu naroznika sg roézne
Ezg # Lis, bo leza na roznych krawedziach, chociaz majg te same wspotrzgdne
K,3(aq,a;), Lizz(aq,a;). Zatem wezel naroznikowy N3 sklada si¢ z dwoch
prostych wezlow granicznych S3 = K,3 U Ls3. Tutaj pierwszy indeks wskazuje
numer krawedzi, na ktorej lezy dany wezel, a drugi — numer naroznika. Plyta
prostokatna zawiera 4 takie wezty.

Plyta wielokatna

Rozwazmy teraz ptyt¢ wielokgtng wpisang w makroelement. Schemat ptyty
zostat przedstawiony na rysunku 4.18.

2a4

Rysunek 4.18: Plyta wielokatna z okreslonymi weztami brzegowymi

Czamne kota przy naroznikach oznaczaja wezly graniczne na krawedziach,
a niebieskie punkty srodkowe konturu plyty. Na gldéwnych osiach makroelementu
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zaznaczono przy pomocy czerwonych okregow wezty gldéwne otrzymane przez
rzutowanie naroznikéw plyty na osie makroelementu.

Zgodnie z analizg dokonang dla ptyty prostokatnej na krawedziach poziomych
@, @, a takze na krawegdzi pionowej @ moga by¢ tylko proste wezty biezace.
Rowniez wezet D jest prostym weztem naroznikowym pierwszego rodzaju. Wezty
srodkowe O, O, zawierajg punkty graniczne X,, = a3, X371 = —dz, a wezel O
zawiera punkt graniczny X1, = a;.

Natomiast na kazdej krawedzi ukosnej @, @, @ wezly biezace generuja
jednoczes$nie obie rodziny punktéw wyjsciowych. Moze zdarzy¢ si¢, ze dwa rzuty
punktow wyjsciowych (x1,, 1 X3;) trafig w jeden punkt na krawedzi. Wtedy mamy
podwojny wezet krawedziowy. Oznaczmy go przez Kyp-

Kazdy punkt wyjsciowy generuje na rozwazanej krawedzi jeden wezet
0 wspolrzednych [x1,, frm] albo [@,, x5;]. Jesli te wezly nie pokrywaja sig,
to mamy dwa proste wezly biezace. W odréznieniu od krawedzi prostych na
krawegdziach pochytych te dwa wezly moga pokrywac sie, gdy speliony jest
warunek X1, = @1V X231 = frm. Wtedy mamy wezet krawedziowy podwojny.

Zapiszmy réwnanie krawedzi pochytych @ i @

Xy = f1(x1)
Xy = fo(X1)

i przetnijmy je rodzing linii (x; = X1,,). Otrzymujemy proste wezty krawedziowe

(4.94)

Kim = NNz 0 (X1 = Xqn),

(4.95)
K6m = N6N1 N (x1 = xlm), m = 1, e U
Wspotrzedne tych weztdw okreslamy rozwigzujac wspodlnie uktad rownan
Xy = fi(x
{ 2 = fi(x1) (4.96)
X1 = X1m
Mamy
Kim [X1ms fiml s Kem [X1m fom] - (4.97)

Nastepnie przecinamy krawedzie @, @ rodzing linii (x, = xy;). Zeby okre-
sli¢ potozenie utworzonych weztéw zapisujemy rownania rozwazanych krawedzi
w postaci odwrotnej X1 = ¢1(x3), X1 = @¢(x;). Nastgpnie wspodlnie rozwiazujac
uktady rownan

{x1 = @1(x2) (4.98)
X2 = X1 '
X1 = Pg(x2)

4.99
{xz = X1 ( )

73



4. Materialy i metody badan

okreslamy polozenie weztow na krawedziach (1), (6) przy pomocy rodziny linii
(x2 = x21)
Ly [o1wx2l, Lot [@er x21] - (4.100)

Jesli zbiory punktow K, [fim, X1ml 1 L1; [@11, X21] sa roztaczne, tzn. Ky, N Ly =
@ to mamy dwa zbiory prostych wezlow biezacych na krawedzi @ Natomiast
jezeli spetnione sg zwigzki

[X1m = @1l A [x21 = fim], (4.101)

to mamy podwojny wezel krawedziowy. Podwojny wezet krawedziowy ozna-
czamy jako Kqy; = K1 N Lq;. Zeby wezty krawedziowe byly proste, musza by¢
spetnione warunki

[x1m # @ul V [x21 # fiml] . (4.102)

Podobnej analizy dokonujemy dla innych krawedzi pochylych. Przejdzmy
do weztéw naroznikowych plyty. Wezet Ns jest prostym weztem naroznikowym
(jak w plycie prostokatnej). Zgodnie z zatozeniem zbiory punktow wyjsciowych
roztozone sg rownomiernie na osiach makroelementu, tak ze kresy tych zbiorow
sa punktami granicznymi weziow Srodkowych, przy czym poczatek ukladu
wspolrzednych nie nalezy do tych zbior6w. Punkt graniczny x,, = a, lezacy
w e-otoczeniu wezta O, generuje proste wezly graniczne na krawegdziach
pochylych w §-otoczeniu naroznikow N, i N;. Podobnie punkt graniczny
Xp1 = —a, generuje wezel graniczny na krawedzi pochytej @ w §-otoczeniu
naroznika Ng.

Mamy dwie mozliwosci:

1. Zaden punkt wyj$ciowy nie trafi w y-otoczenie punktu gtéwnego. W tym przy-
padku nie bedzie weztéw naroznikowych na brzegu plyty.
2. Cze$¢ z punktow wyjsciowych jest punktami granicznymi.

W celu uproszczenia przyjmujemy, ze kazdy punkt gtowny zawiera jeden
punkt graniczny. Rozwazmy na przyklad punkt glowny N,. Jezeli punkt
wyjsciowy znajduje si¢ na lewo, tj. w jego ¥y~ -otoczeniu, to generuje on
punkt graniczny na krawedzi @ Wtedy mamy podwojny wezet graniczny na
tej krawedzi i oznaczmy go jako Kij;. Jezeli punkt wyjsciowy znajduje si¢
w y T-otoczeniu punktu gtéwnego N, to generuje on wezet graniczny na krawedzi
@. Wtedy mamy dwa proste wezty graniczne w §-otoczeniu naroznika N,. Ich
polaczenie daje prosty wezet naroznikowy pierwszego rodzaju.

S, =K, ULy, (4.103)
Podobna analiz¢ mozna przeprowadzi¢ dla wgztow N3, Ny, Ng. Przejdzmy do

analizy wezta N;. Najpierw rzutujemy punkty wyjsciowe zbioru X, na krawg-
dzie @, @ i przechodzimy do granicy, gdy x,; dazy do zera. Poniewaz granice
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limy,, o Lq; 1 limy,, o Lg; nie istnieja, bo punkt O nie nalezy do zbioru X;, to
naroznik N; nie posiada wezlow granicznych z tego zbioru. Teraz rozwazmy ciag
punktow x; = {x1,,}. Kazda linia przeprowadzona przez punkt wyj$ciowy xq,,
przecina krawedzie @, @ w jednym punkcie. Mamy proste wezly biezace Ky,
oraz Kg,. Przechodzimy do granicy {x;,,} — X{1 = —ay. Otrzymane wezly
biezace zblizaja si¢ do naroznika N; i w granicy otrzymujemy dwa proste wezly
graniczne K, oraz K4;. Ich polaczenie daje prosty wezet naroznikowy drugiego
rodzaju

S; =K1 NKgy. (4.104)

Plyta trapezowa

Rozwazmy plyte trapezowg wpisang w makroelement. Najpierw okreslamy

Ezzx
N,

®

N, @) 0 N,

2a4

Rysunek 4.19: Wezly brzegowe plyty trapezowe;j

polozenie punktow glownych i granicznych na osiach makroelementu ptytowego.
W tym przyktadzie mamy tylko jeden punkt gtowny N3 na osi pionowej. Na osi
Ox, naroznikom N; i N, odpowiada punkt x; = x;; = —ay, a naroznikom Nj,
N, — punkt x; = Xy, = a;. Na osi Ox, naroznikowi N, odpowiada punkt x, =
Xz, = Ay, anaroznikom Ny, Ny — punkt x, = X1 = —a,.

Wezty srodkowe O, i O, majg punkty graniczne X;; = —aq 1 X371 = —0dj.
Wezty O, i O3 nie majg punktéw granicznych w zaleznosci od rozktadu punktow
wyjsciowych makroelementu (patrz: analiza ptyty wielokatnej). Natomiast punkty
zewngtrzne Z3 i Z, majg punkty graniczne X1, = aq i Xz, = a,. Przeanalizujmy
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wezet N,. Punkt graniczny x,, generuje dwa proste wezly graniczne na krawe-
dziach @ i @ Ich potaczenie daje prosty wezel naroznikowy przy narozniku N,.

52 = le V) ZZZ (4105)

Oproécz tego punkt graniczny x4, = —a, generuje prosty wezet graniczny na kra-
wedz @ W ten sposob wezet przy narozniku N, sktada si¢ z wezta prostego na-
roznikowego S, i wezta prostego granicznego K,,. Taki wezel nazywamy weztem
niesymetrycznym lub mieszanym M,.

M, =5, UK,, (4.106)

Dalej przechodzimy do analizy w¢ztéw biezacych. Zgodnie z dokonana wcze-
$niej analizg na krawedziach roéwnoleglych do osi makroelementu moga by¢ tylko
wezly proste.

Teraz zapiszmy rownanie krawedzi pochylej @

Xy = f2(x1) (4.107)

i przetnijmy ja rodzing linii (x; = x1,,). Otrzymujemy proste wezty biezace K,
m=1,..,u
sz = N2N3 n (x1 = xlm). (4108)

Wspotrzedne tych weztow okreslamy rozwiazujgc wspolnie uktad rownan

{xz = fa(x1) (4.109)
X1 = X1m '
skad otrzymujemy

K2m [xlm: me] . (4.110)

Nastepnie przecinamy krawedz (2) rodzing linii (x, = x;). Zeby okresli¢ poto-
zenie utworzonych weztéw zapisujemy réwnanie konturu x, = f,(x4) w postaci
odwrotnej x; = ¢, (x;). Nastepnie wspolnie rozwiazujac uktad rownan

{x1 = @2(x2)

X2 = X1

4.111)

okreslamy potozenie wezldw na krawedzi @ utworzonych rodzing linii (x, =

X21)
Loy @21, %211 - (4.112)

Jesli zbiory punktOw Ko [X1m, fam] 1 Lag [@21 X21] sa roztaczne {Kop} N {Ly1} =
@ to mamy dwa zbiory prostych weztdw biezacych.
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Jezeli spelnione sg zwiagzki

[X1m = @2l A Xom = foml (4.113)

to mamy podwojny wezel krawedziowy. Podwojny wezet krawedziowy ozna-
czamy jako Dy = Kom N Ly Zeby wezty krawedziowe byty proste, musza
by¢ spelnione warunki

[X1m # @211 V [X21 # fom] - (4.114)

Teraz przejdzmy do granicy, gdy X1, = X1, = a,. Linia (x; = a;) przecina
krawedz @ w punkcie N3 tworzac prosty wezet graniczny K 3. Wspotrzedne tego
wezta to Kp3[aq, fo(a;)]. Wezel N3 w zaleznosci od konfiguracji ptyty moze by¢
prostym weztem granicznym, podwojnym weztem granicznym i prostym weztem
naroznikowym.

Rozwazmy trzy mozliwosci:

1. Punkt wyjsciowy x,; trafi w y ~-otoczenie punktu gtéwnego N5. Wtedy mamy
podwdjny wezet graniczny na krawedzi @,

2. Punkt wyjsciowy x,; lezy w ¥ *-otoczeniu punktu Nj i generuje prosty wezel
graniczny na krawedzi @ Mamy prosty wezel naroznikowy przy narozniku
N,

3. Punkt wyjsciowy nie trafia w y-otoczenie punktu gtéwnego N3. Wtedy naroz-
nikowi N3 odpowiada prosty wezet graniczny K,3.

S3 =K UQ (4.115)

Nazwijmy taki wezel niesymetrycznym weztem naroznikowym. Natomiast wezty
N; i N, sg prostymi weztami naroznikowymi jak w ptycie prostokatne;.

Plyta tréjkatna

Rozwazmy teraz ptyte trojkatna, ktorej kontur jest wpisany w kontur makro-
elementu (rys. 4.20).

Na podstawie dokonanej wcze$niej analizy stwierdzamy, ze wezty Ny i N3
beda niesymetrycznymi wezlami naroznikowymi, a wezel N, prostym wezlem
naroznikowym drugiego rodzaju.

Krawedz N;N; makroelementu i krawedz @ plyty pokrywaja si¢. Dlatego
punkty przecigcia tej krawedzi z linig (x; = x4,,) beda weztami prostymi bieza-
cymi.

Zapiszmy rownanie krawedzi pochylej @ X5 = f5(x41) jako rownanie prostej
przechodzacej przez dwa punkty N,(0,a,) i N3(a,, —a,).

x;—0 X, —ay

= 4.116
a,—0 —-a;,—a, ( )
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X1
Rysunek 4.20: Ptyta trojkatna
skad
2a,
xz = az - a_xl = fz(xl). (4117)

1

Zeby okresli¢ potozenie weztéw na krawedzi (2) nalezy wspolnie rozwiazac
rOwnanie prostej x; = Xq,, 1 krawedzi (4.117). W rezultacie otrzymujemy wspot-
rz¢dne pierwszej rodziny weztow krawedziowych Koy, [X1m, fom], gdzie

2(12

me =0a; — —X1m- (4118)
a,

Druga rodzing weztéw otrzymujmy przecinajac t¢ samg krawedz rodzing pro-
stych x, = x5;. W tym celu nalezy wspolnie rozwigzaé rownanie x, = X,; 1 rOW-
nanie krawedzi (2) zapisanej w postaci odwrotnej

a
X1 = 20 - (az — x3) = @2(x2). (4.119)
a;

Wspodlrzgdne weztéw beda okreslone nastgpujaco

Loy [@21, %21 - (4.120)

Jesli te dwie rodziny wezlow pokrywaja sie
(x1m) = (@21, (4.121)
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to mamy podwojne wezty krawedziowe. Oznaczmy je przez Dy = Ko U Ly
Przejdzmy teraz do granicy, gdy X1, — X1, = a,. Punkt graniczny x,, generuje
na krawedziach @ i @ wezly graniczne proste. Polaczenie tych weztow daje
prosty wezet naroznikowy drugiego rodzaju przy narozniku Nj.

Przechodzac do granicy, gdy x,; = X,; = —a,, punkt graniczny X, takze ge-
neruje na krawedzi @ prosty wezet graniczny. W taki sposob naroznik N3 sktada
si¢ z prostego wezta naroznikowego S; 1 prostego wezla granicznego na krawedzi

. Mamy wezet mieszany
M3z = S3 U Lys. (4.122)

Plyta niesymetryczna o dwéch krawedziach ukosnych

Rozwazmy plyte przedstawiong na rys. (4.21).

EZ A

N, @

X
0,

2a,

2a4

Rysunek 4.21: Ptyta niesymetryczna o krawedziach uko$nych

Linia (x; = Xq,,,) przecina kazda z krawedzi (3), (4) w jednym punkcie two-
rzac proste wezty biezgce K3, 1 Ky . Przejdzmy do granicy, gdy x1p, — X1, = ay:

lim _ K3m = E34,
am7 _ (4.123)
lim _ K4_m = K4_4_.

Xam—0aq
Polaczenie tych dwoch weztow granicznych daje prosty wezel naroznikowy
Sy = K34 U K44. Przecinamy te krawedzie linig prosta x, = x,; i przechodzimy
do granicy gdy x,; = X571 = —a,. W rezultacie otrzymujemy jeszcze jeden prosty
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wezel naroznikowy drugiego rodzaju. Polgczenie tych dwoch weztow daje po-
dwdjny wezet naroznikowy. Oznaczamy go jako Dy, = S, U S4.

Wezel N; jest weztem srodkowym prawostronnie zatamanym. W ramach opra-
cowanego modelu moze by¢ on tylko prostym weztem granicznym z generowa-
nym punktem granicznym X, = d,.

Plyta eliptyczna

X1
O
Rysunek 4.22: Ptyta eliptyczna
Rownanie konturu plyty ma postaé
x?  x2
= +2=1 (4.124)
ar az;
Zapisujemy to roOwnanie w postaci jawnej
xf
Xy = iaz 1- 2 (4125)
ai
lub w postaci odwrotnej
x5
X1 = ial 1-— - (4126)
a
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Przetnijmy kontur plyty liniag x; = xq,. Otrzymujemy dwa wezly krawe-
dziowe proste Kz, K3pp. Przechodzimy do granicy, gdy x1,, = X1, = ay:

lim_ Kym = K3,
i _ (4.127)

lim_ Kz, = K33.
x1—a;]

Poniewaz istnieje granica ciggéw normalnych do konturu plyty, to wezty gra-
niczne w wierzchotku bgda pokrywac si¢. Kontur ptyty jest gtadki, wigc w wierz-
chotku ptyty istnieje styczna do konturu plyty, a ponadto granica ciggéw normal-
nych n* i n~, ktéra pokrywa si¢ z normalng do konturu plyty w wierzchotku,
wiec wierzchotek ptyty eliptycznej nie jest weztem naroznikowym. Nazwijmy
go weztem eliptycznym. Odpowiednio do tego beda rowne warto$ci graniczne
K,3 = K33. W ten sposob otrzymujemy podwojny wezet krawedziowy w wierz-
cholku ptyty.

Odsunigcie punktu granicznego od wierzchotka od razu powoduje roztaczenie
i odsunigcie wezta podwojnego od wierzcholka, wigec w zaproponowanym modelu
makroelementu ptytowego nie ma mozliwosci spetnienia warunkow brzegowych
w wierzchotku plyty. Zeby rozwigzaé ten problem, wezty graniczne przy wierz-
chotkach traktujemy jako proste wezly krawedziowe, w ktorych zapisujemy po
dwa warunki brzegowe. Pozostate 28 K weztow wprowadzamy wprost i rozmiesz-
czamy je rownomiernie na konturze ptyty lub nanosimy na o§ pozioma makroele-
mentu, a nast¢pnie rzutujemy na kontur.

Poniewaz rodziny linii (x4 = x1,,) 1 (X3 = X5;) przecinaja kontur ptyty tylko
w jednym punkcie, to wszystkie wezly oprocz wierzchotkow beda weztami pro-
stymi biezacymi. Przejdzmy teraz do granicy x,; — 0. Poniewaz granice

lim Lot Jim, Lay (4.128)

X21—0=

nie istnieja, to ten zbiodr nie tworzy wezta granicznego w wierzchotku ptyty Os.

4.2.5. Podsumowanie

Zaznaczmy, ze plyta wlaczona w makroelement nie jest swobodna, a doci-
$nieta materialem dopelnienia dP. W zwiazku z tym w schemacie makroelementu
na brzegu plyty nalezy natozy¢ reakcje wywotane dziataniem dopetnienia. Te re-
akcje sa nieznane. Zeby ptyta swobodna i ptyta wlaczona w makroelement byty
identyczne, reakcje musza by¢ zgodne z warunkami natozonymi na brzeg ptyty
rzeczywistej. Te warunki nazywamy warunkami brzegowymi. W kazdym wezle
na brzegu ptyty zapisujemy po dwa warunki brzegowe. Stad wynika, ze wezly,
w ktorych zapisujemy warunki brzegowe, musza by¢ weztami prostymi.

W ogdélnym przypadku model obliczeniowy makroelementu ptytowego za-
wiera 32 K dowolnych parametrow Rypsy, p = 1,...,4,s = 1,2,v =1, ..., 4, co
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pozwala spetni¢ 32 K warunkéw brzegowych zapisanych w oddzielnych weztach
na krawedziach plyty. Poniewaz w kazdym wezle zapisujemy po dwa warunki
brzegowe to liczba weztéw musi by¢ doktadnie o dwa razy mniejsza od liczby
parametrow Ry, sy, tj. 16 K, gdzie K jest liczbg aproksymacji rozwigzania zagad-
nienia (doktadnos¢ rozwigzania). W przypadkach zagadnien dwukierunkowo sy-
metrycznych, mozemy skorzysta¢ z wlasciwosci symetrii w ramach modelu sy-
metrycznego 1 spetni¢ warunki brzegowe tylko na 1/4 konturu plyty. W ramach
opracowanego modelu kazdemu weztowi biezacemu odpowiada jeden punkt wyj-
$Ciowy X1, lub x,;. Aby zapisa¢ 8 K warunkoéw brzegowych musimy zadaé 2 K
punktow xq,, na osi Ox; 1 2 K punktéw x,; na osi Ox, symetrii makroelementu.

W poprzednim podrozdziale rozwazono rézne konfiguracje plyt, zawierajace
wezly biezace: proste i podwojne, wezty srodkowe gladkie jednostronne i dwu-
stronne zatamane oraz wezly naroznikowe: proste, niesymetryczne (mieszane)
1 podwojne. Kazdy podwojny wezet graniczny sktada si¢ z dwdch prostych
wezlow granicznych. Prosty wezel naroznikowy sktada si¢ z dwoch prostych
granicznych weztow krawedziowych. Wezel niesymetryczny naroznikowy za-
wiera dwa wezty proste: graniczny i naroznikowy. Podwdjny wezet naroznikowy
sktada si¢ z dwoch prostych weztow naroznikowych. Wezet srodkowy gladki
nie jest weztem krawedziowym. Wezel srodkowy jednostronnie zalamany jest
prostym wezlem krawedziowym. Wezel srodkowy dwustronnie zatamany jest
prostym wezlem naroznikowym. Warunki brzegowe zapisujemy tylko w wezlach
prostych biezacych i granicznych. Wezet podwojny nalezy rozlaczy¢é na dwa
wezly proste. W tym celu wystarczy jeden wezet graniczny zostawi¢ na miejscu,
a drugi przesuna¢ do jakiego$ punktu xi,, = —a; + & lub x;; = a, — &, lub
wstawi¢ w miejscu wezta srodkowego.

Wszystkie wezly na brzegu plyty dzielimy na cztery zasadnicze grupy: bie-
zace, srodkowe, naroznikowe i eliptyczne.

Krawegdzig nazywamy wyrozniong czg$¢ brzegu plyty. Punkty przeciecia kaz-
dej linii (x4 = xq,,) oraz (x, = x;) z krawedzig nazywamy wezlami biezacymi.
Jezeli krawedz przecinana jest tylko jedna linig, to utworzony wezet nazywamy
prostym wezlem biezacym. Jezeli dwie linie przecinajg krawedz w tym samym
punkcie, to mamy podwoéjny wezet krawedziowy. Punkty przeciecia gtdéwnych osi
symetrii makroelementu z krawedziami ptyty nazywamy weztami srodkowymi.
Wezty $rodkowe dzielg si¢ na gladkie i zatamane (jednostronnie i dwustronnie).
Wezty srodkowe gladkie zawsze sa okreslone, natomiast wezly zatamane — nie-
okreslone. Wezly srodkowe jednostronnie zatamane mozna potraktowacé jako pro-
ste wezty krawegdziowe przylegajace do naroznika ptyty. Punkt przecigcia dwdch
sasiednich krawedzi nazywamy naroznikiem.

Wezly naroznikowe dzielg si¢ na:

— proste — ztozone z dwoch prostych wezlow granicznych,
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— niesymetryczne — ztozone z dwoch wezlow prostych: granicznego i narozni-
kowego,
— podwojne — sktadajace si¢ z dwoch prostych weztdéw naroznikowych.

W plycie dowolnej konfiguracji kazda krawedz rownolegla do osi makroele-
mentu zawiera tylko proste wezty biezace i graniczne.

Proste wezty naroznikowe réwnoznaczne sg dwoém prostym weztom granicz-
nym, wezel niesymetryczny naroznikowy — trzem prostym wezlom granicznym,
wezet podwdjny naroznikowy — czterem prostym weztom granicznym, natomiast
podwojny wezet krawegdziowy — dwom prostym weztom biezacym.

Plyta prostokatna

Zawiera tylko wezly proste biezace i naroznikowe. W kazdym wezle zapi-
sujemy po dwa warunki brzegowe. W wezle naroznikowym zapisujemy cztery
warunki brzegowe — po dwa na kazdej krawedzi w wezlach przy narozniku. Wy-
jatkiem sa warunki na ugiecie ptyty, ktore w narozniku pokrywaja si¢. Dlatego
w narozniku ptyty zapisujemy tylko jeden warunek, a drugi w wezle nieco odda-
lonym od naroznika. W tym celu wystarczy zamieni¢ wezet wyj$ciowy graniczny
Xiy, na (x;, — €), gdzie € jest warto$cig malg lub wybra¢ wezet srodkowy tj. wezet
na przecigciu danej krawedzi z osig gtownego uktadu wspotrzednych.

Plyta trapezowa

Ptyta trapezowa zawiera: wezty biezace i graniczne na krawedziach rowno-
legtych do osi makroelementu, wezty biezace proste i podwojne na krawedziach
pochylych, wezel naroznikowy prosty i niesymetryczny.

Plyta trojkatna

Ptyta trojkatna zawiera: wezty biezace na brzegu plyty oraz wezly podwojne na
krawedziach pochytych, prosty wezel naroznikowy przy wierzchotku i dwa wezty
niesymetryczne przy podstawie.

Wezty niesymetryczne jako wezly podwojne nalezy rozdzieli¢ na dwa odrebne
wezly, w ktorych mozliwe bedzie zapisanie dwoch warunkow brzegowych. Zaleca
si¢, aby jeden z weztéw pozostat w narozniku. Drugi wezet moze zosta¢ wybrany
jako wezet srodkowy.

Plyta eliptyczna

Plyta eliptyczna zawiera 4 podwodjne wezty krawedziowe w wierzchotkach
plyty. Nie jest mozliwe bezposrednie spetnienie warunkéow brzegowych w tych
wezlach.



S. Wyniki

W ramach makroelementu ptytowego opracowano modele obliczeniowe
symetrycznej i niesymetrycznej konstrukcji plytowej. Pokazano w jaki sposob
z modelu symetrycznego przej$¢ do modelu umozliwiajacego obliczenie dowolne;j
ptyty wielokatne;.

Omowiono implementacje tych modeli w formie programu komputerowego.
Otrzymano wartosci poszukiwanych wielkosci ugiecia, katow obrotow oraz sit
wewngtrznych obliczone w dowolnych punktach w plaszczyznie srodkowej ptyty.

Zamieszczono rozwigzania licznych przyktadow ptyt prostokatnych o syme-
trycznych i niesymetrycznych warunkach brzegowych oraz rezultaty dla ptyty tra-
pezowej i trojkatne;.

Wyniki przedstawiono w formie wykreséw konturowych oraz przestrzennych.
Wykresy przekrojowe wykorzystano w dyskusji zamieszonej w kolejnym roz-
dziale.

W oparciu o model matematyczny cienkiej plyty izotropowej oraz makroele-
ment plytowy opisany w poprzednim rozdziale, skonstruujmy model obliczeniowy
konstrukeji ptytowe;.

5.1. Model obliczeniowy symetrycznej konstrukcji plytowej

W tym rozdziale rozwaza si¢ ptyty symetryczne wzgledem glownych osi ma-
kroelementu ptytowego. Plyta moze zosta¢ sklasyfikowana jako symetryczna, je-
$li jest dopasowana do makroelementu oraz spetnia warunki symetrii wtasciwosci
mechanicznych, obciazenia zewngtrznego i warunkéw brzegowych. Jezeli ktory-
kolwiek z warunkow nie jest spetniony, to ptyta nie jest konstrukcjg symetryczna.

5.1.1. Rozwiazanie rownania podstawowego

W celu rozwigzania konstrukcji pltytowej w ramach zbudowanego w roz-
dziale 4.1 modelu matematycznego cienkich ptyt izotropowych, nalezy rozwiazac
rownanie podstawowe (4.43) i spelni¢ warunki brzegowe. Te warunki spel-
niamy w oddzielnych punktach na konturze plyty, ktéore nazywamy weztami
brzegowymi.



5.1. Model obliczeniowy symetrycznej konstrukcji plytowej
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(a) Ptyta ograniczona konturem C (b) Makroelement plyty symetrycznej

Rysunek 5.1: Schemat symetrycznej ptyty dopasowanej do makroelementu

W modelu makroelementu symetrycznej konstrukcji ptytowej ugiecie ptyty
musi by¢ funkcja parzysta zmiennych x4, x,. Wobec tego rozwigzanie rOwnania
podstawowego (4.43) wybieramy w postaci

Ww(xy,x3) = Co(¥q, X2) + Cs(Xq, X32), (5.1

gdzie C,(X4,X,) jest catka ogodlna rownania jednorodnego (4.44), a Cy(Xq,X5)
catky szczego6lng niejednorodnego réwnania (4.43). Akcent nad symbolami zmien-
nych oznacza, ze funkcja jest parzysta wzgledem zmiennej x5, s = 1, 2. Alterna-
tywnie bedziemy korzystaé ze skroconej formy zapisu

w=w, + w,. (5.2)
Okreslenie calki ogdlnej
Catke ogolng C, (X4, X¥;) wybieramy w postaci [55]:
Co(X1,X2) = Wo(Xx1,%2) =

K
= z [fkll(xl) COS Yk2X2 + fr12(x2) cOS Y1 X1+
k=1

+ fra1 (1) €08 Skaxa + frza(x2) cOS 5k1x1], (5.3)
gdzie

k 2k -1
_ km 5 =( hiia

Yks = —> ks

=12, k=1,..,K 5.4
o 2a. S (5.4)

85



5. Wyniki

W powyzszych wyrazeniach K oznacza liczb¢ aproksymacji rozwigzania i okresla
jego doktadnos$¢, a indeks s wskazuje kierunek zmiennej. Parametry ag, s = 1,2
sg statymi modelu zadanymi z gory, przyjmowane jako polowa wymiaru prosto-
katnego konturu L opisanego na konturze ptyty C (rys. 5.1b).

Wprowadzmy oznaczenia funkcji trygonometrycznych

Ty15(x;) = cos (VisXs) , Ti2s(xj) = cos (8ysxs) (5.5)

1 przepiszmy wyrazenie (5.3) w nastepujacej postaci

Wo (X1, X2) = fkps(xs) Tkp(3—s)(x3—s)a p=12 (5.6)

Wykorzystano tu zasade sumacyjng Einsteina. Zgodnie z tg3 konwencja indeksy
powtarzajace si¢ dwukrotnie w pojedynczym wyrazeniu oznaczaja sumowanie po
tych wskaznikach. W wyrazeniu (5.6) indeksami po ktorych sumujemy sg wskaz-
niki k, p oraz s. W szczegdlnych przypadkach otrzymujemy znane postaci formut:
Lévy’ego [107] dlap = 1, s = 2 oraz Timoszenki [205] dlap = 1,s = 1,2.
W powyzszychp =1,2,s=1,2, k=1, ..., K.

Podstawiamy catke w, (xq, x;) do rownania jednorodnego (4.44). Po rozdzie-
leniu zmiennych przechodzimy do uktadu czterech réwnan rézniczkowych zwy-
czajnych wzglgdem nieznanych funkcji fips(xs):

1V "
FOR5) = 23 fits (67 + Kby fips (X5) = 0, (5.7)
gdzie
ykS’ p = 1;
K = 5.8
kps 5ksr p = 2 ( )

Wyrazenie (5.7) jest ukltadem dwoéch (wedlug wskaznika s) niezwigzanych
rownafi rozniczkowych zwyczajnych wzgledem nieznanych funkcji fi,s(xs).
Rozwiazanie tego uktadu wybieramy w postaci

fkps(xs) = Rkps eXp (Akpsxs) > (5.9)

gdzie Ry ps 1 Aips 53 nieznanymi parametrami. Poniewaz indeksy k, p, s pojawiajg
si¢ po obu stronach wyrazenia, nie dokonujemy sumowania po tych indeksach.
Parametry Ry,s sa nieznanymi wspétczynnikami, ktére wyznacza si¢ z warun-
koéw brzegowych na konturze ptyty. Po podstawieniu rozwiazania (5.9) do uktadu
rownan (5.7) przechodzimy do uktadu dwodch réwnan algebraicznych wzglgdem
parametrow Ayys.

Aeps = 2 Kﬁp(3—5) Aips + Kl‘:p(3—s) =0. (5.10)
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5.1. Model obliczeniowy symetrycznej konstrukcji plytowej

Réwnanie (5.10) jest rdwnaniem bikwadratowym i zawiera dwa podwdjne pier-
wiastki rzeczywiste

Akps(l,z) = Kkp(3-s)» Akps(3,4) = —Kkp(3-s)- (5.11)
W zwiazku z tym wyrazenie (5.9) przyjmuje postaé
fkps(xs) = Rkpsl cosh (Kkp(3—s)xs) +

+ Ryps2 X5 sinh (Kkp(3_s)xs) +

] (5.12)
+ Ryps3 sinh (Kkpsxs) +
+ Ripsa X cosh (Kkpsxs) .

Poniewaz w tym rozdziale rozwaza si¢ tylko zagadnienia podwojnie symetryczne,
to antysymetryczng cze$¢ wyrazenia (5.12) odrzucamy. Otrzymujemy

fkps(xs) = Rkpsl cosh (Kkp(3—s)xs) +

) (5.13)
+ Rypsz Xs sinh (Kkp(g_s)xs) .

Wprowadzmy funkcje

kals(xs) = cosh (Kkp(3—s)xs) >
X . (5.14)
kaZs(xs) = a_s - sinh (Kkp(3—s)xs) >
s

ktore nazwijmy funkcjami bazowymi modelu. Po uwzglednieniu tych funkcji
w wyrazeniu (5.13) otrzymujemy

fkps(xs) = Rkpsv kasv (x), p=12, s=12, v=1,2 (5.15)

Podstawiamy funkcjg fips(xs) do wzoru (5.6). Catka og6lna réwnania jednorod-
nego (4.44) przyjmuje postac

Wo (X1, X2) = Ripsy Brpsv(Xs) Tip3—s)(X3-5)- (5.16)
Wprowadzmy oznaczenia
Wkpsv(xpxz) = kasv(xs) Tkp(3—s) (x3-5) (5.17)
1 zapiszmy wyrazenie (5.1) w postaci [55]
Ww(xy,X2) = RipsyWipsv (X1, X2) + Wi (xq, X2). (5.18)

Funkcje Wypsy (X1, Xx2), ktore nie sa zwigzane z konfiguracjg plyty (podobnie jak
w MES) nazwijmy funkcjami ksztaltu ugiecia ptyty, a funkcje W, (x4, x,) zwia-
zane sg z obcigzeniem i konfiguracja ptyty — funkcjami obcigzeniowymi. Tutaj
W, (x1,x2) = w,(xq, x5) jest catkg szczegdlng rownania (4.43).
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5. Wyniki

Poniewaz ugiecie plyty jest sumga catki ogolnej i calki szczegolnej, poszuki-
wane wielkos$ci katow obrotu (4.9), przemieszczen poziomych (4.8), momentow
zginajacych 1 skrgcajacych (4.48), sil tnacych (4.51) 1 uogdlnionych sit tnagcych
(4.56) wyrazone sg przez pochodne czastkowe ugiecia plyty. Korzystajac z wila-
snos$ci funkcji pochodnej, pochodna sumy mozemy wyrazi¢ przez sume pochod-
nych jej sktadnikow. W Rozprawie Doktorskiej pochodne czastkowe ugigcia ptyty
obliczone zostaly za pomoca rozniczkowania automatycznego [8, 13, 12, 29].

Korzystajac z wyrazenia (5.18) okreslamy katy obrotéw normalnych do po-
wierzchni $rodkowej plyty (4.9)

P1(x1,%2) = Rkpstkpsv(xlﬂxZ) + U.(x1,x2),
P2(x1,x2) = Rkpstkpsv(xl'xz) + Vi(xq, x2),

(5.19)
momenty zginajace i skrecajace (4.52)

My (X1, %2) = RipsuXipsv (X1, X2) + X (X1, Xx2),

My (%1, %) = Rkpsvykpsv(xlfxz) + Y. (x4, %2), (5.20)

Mi3(X1,%2) = RipsvZipsy(X1,%2) + Z.(x1, x2),

sily tnace (4.54)

Q1(xy,x2) = Rkpstkpsv(xlvxZ) + G.(x1, x2),

(5.21)
Qz(x1:x2) = Rkpskapsv(xltxZ) + H*(xl'xz):
i uogolnione sity tnace (4.56)
Vi(x1, %) = Rkpvakpsv(xl:xZ) + K.(x1,x2), (5.22)
Vo (x1,%2) = Rkpvakpsv(xl: x3) + L. (x1,x2).
Funkcje Ugpsy (X1, %2), Vipsv (X1, X2), -, Lipsy(X1,X2) nazwano funkcjami
ksztattu, a funkcje U, (x4, x5), Vi(x1,%2), ..., L.(xq,x2) — funkcjami obciazenia

przemieszczen poziomych, momentow, sit tnacych i uogoélnionych sit tnagcych.

Wyrazenia (5.18)—(5.22) tworza model obliczeniowy makroelementu syme-
trycznej konstrukcji plytowej. Nieznane parametry Ry, okreSlamy z warunkow
brzegowych zapisanych w weztach, ktore zostaty zdefiniowane w poprzednim roz-
dziale.
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5.1. Model obliczeniowy symetrycznej konstrukcji plytowej

Zeby utatwi¢ zapis warunkéw brzegowych podane powyzej wyrazenia zapi-
sujemy w postaci macierzowe;.
w(x1,Xx2) = [W(xy, x2) [{R} + Wi (x4, x2)
©1(x1,x2) = [U(xy, x2)[{R} + U, (1, x2)
©2(x1,x2) = [V(x1, x2) {R} + Vi(x1, x2)
My (x1, x2) = [X(x1, x2) [{R} + X. (x4, x2)
M3z (x4, x2) = [Y (X1, x2) {R} + Y. (1, x2) (5.23)
Myz (x4, x2) = [Z(x1, X2) {R} + Z. (1, X2)
Q1(x1,x2) = [G(xy, x2)[{R} + G, (x1, x2)
Q2(x1, x2) = [T (x1, x2) {R} + T.(x1, X2)
V1(x1,x2) = [K(x1, %2)J{R} + K. (x4, X2)
Va(x1,x2) = [L(x1, x2) [{R} + L (x4, x2)
Wyrazenia (5.23) takze bgdziemy nazywac¢ modelem obliczeniowym makro-
elementu symetrycznej konstrukcji ptytowe;.
Macierze [W(xq, x2)], [U(x1,x2)], .., [L (%1, x2)], to macierze ksztattu ugie-
cia, przemieszczen poziomych itd. Wektor {R} to wektor nieznanych parametrow
modelu, a W, (x4, x3), U.(x1,%3), ..., L.(x1, x5) to funkcje obciazenia.

OKkreslenie calki szczegolnej

Calka szczegblng réwnania niejednorodnego (4.43) w ramach modelu oblicze-
niowego symetrycznej konstrukcji ptytowej wybieramy w postaci:

x| xixE | X
W (1, %2) = A (24a‘1* Tzt 24a§> *
+ Ay, c0s (Ym1x1) + By cos (6p1x1) +
+ C}, c0s (YmaXx2) + Dyy, c08 (8max) +
+ Emn €08 (Ym121) €08 (Ynzx2) +
+ Fpp €08 (81p1%1) €08 (8ppxo) +
+ K €08 (Ym1X1) €08 (6paxz) +

+ Ly €08 (8n1%1) €08 (Vn2X2)

(5.24)

Poniewaz rozwazane w tym rozdziale konstrukcje ptytowe sg symetryczne to
symetrycznym musi by¢ obciagzenie q (x4, x,) przytozone do powierzchni ptyty.
Odpowiednio funkcja aproksymujaca to obcigzenie tez musi by¢ funkcjg parzy-
stag dwoch zmiennych Q (%4, X,). Zaktadamy, ze ta funkcja jest ciagla i rowna
si¢ obcigzeniu q(xq,x,) w zadanych, oddzielnych punktach powierzchni plyty
Q(x1,x3) ~ q(xq,x,)1ztego powodu obcigzenie q (x4, x,) wchodzace do prawej
czesci niejednorodnego rownania (4.43) zastgpujemy funkcjg Q (x4, x2).
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5. Wyniki

Funkcje Q (x4, x,) wybieramy w podobnej postaci.

Q(xq,x3) = Ay + Ay, cOS Y1 X1 + By €08 61 X1+
+ Cp, cOS Vy2Xy + Dy cos 8pppxy+
+ E i COS Yim1X1 COS Yo Xo+
+ Fpp €OS 0p1 X1 €COS Oppp Xy +
+ Kipn COS Vi1 X1 €08 OpaXo+

+ L5 €OS 8,,1X1 COS Yo Xo.

dTmps(xs) _ —Yks - Sin(YisXs), P =1,
dxs _6kS . Sin(6ksxs), P = 2.

dszps(xs) _ _ykzs ~cos(Yrsxs), p=1,
dx? =82, - cos(Opsxs), p = 2.

d3Tmps(xs) _ Vk35 -sin(ygsXs), p =1,
dx3 83 - sin(Sysxs), p=2.

d4Tmps(xs) _ )/l?s - cos(YksXs), P =1,
dxd 8ps - cos(Brsxs), p=2.

(5.25)

Podstawiamy wyrazenia (5.24) 1 (5.25) do réwnania niejednorodnego (4.43).
Okreslamy pochodne od funkcji trygonometrycznych

(5.26)

(5.27)

(5.28)

(5.29)

Po zrézniczkowaniu i przyrdwnaniu wyrazen przy jednakowych funkcjach trygo-
nometrycznych uzyskujemy zwigzki miedzy wspotczynnikami catki szczeg6lnej

1 wspotczynnikami funkcji obcigzenia.

A = M.
" D(af+ap)?
Am B Cm
Apn=—1; Bpn=——; Ch=—1—; Dp=—7;
"™ Dymy ™ Dépy ™ Dym, ™ D&y,
Emn an
Emn = 7> Fan = 7
D (Vi1 + Vi) D (831 + 62,)
K, L
Kmn = — mn —

D (Vr%n + 57212)2 ’
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5.1. Model obliczeniowy symetrycznej konstrukcji plytowej

W ten sposdb calka szczeg6lna rdwnania niejednorodnego (4.43) zostata okre-
slona bezposrednio przez funkcje obcigzenia Q (x4, x5 ). Nieznane wspotczynniki
Ao, Apns> Bmn, --- okreslamy z warunkow powierzchniowych w punktach (x7, x3)
powierzchni

Q(x1, X2) |y =x; = (X1, X2). (5.31)
X2=X3

Zapiszmy wyrazenie (5.24) w postaci tensorowe;j

W, (x1,x5) = Ag WP(xq,x2) + A;nps Tr;ps(xs)+

x (5.32)

+ anpq Tmpl(xl) anz(xz)‘

Poréwnujac wyrazenia (5.24) i (5.25) otrzymujemy:
xi | xixj  xg
LI'I(xlle) = 4 2 2 4;
24a7 4afa; 24a;
*m11 ‘in *m21 T*n *m12 7:1 *m22 *mn (5.33)
mn11 = Emns Bmn2z = Fmnb Bmni2z = Kmns Bmnz1 = Linns

5.1.2. Implementacja modelu obliczeniowego

Zanim przejdziemy do implementacji modelu obliczeniowego symetrycznej
konstrukcji ptytowej w formie programu komputerowego, zapiszmy te z wypro-
wadzonych powyzej wyrazen, ktore zostang wykorzystane w czesci obliczeniowe;j
przy analizie konkretnych przyktadow.

Rozwigzanie zagadnienia przeprowadza si¢ dla zadanej z gory liczby aprok-
symacji K. W modelu obliczeniowym symetrycznej konstrukcji ptytowej wskaz-
niki wystepujace w indeksach dolnych podanych funkcji przyjmuja wartosci: k =
1,...K,p=12,s=1,2,v=1,2

k 2k —1
_km 5 :( Dl

= — 5.34
Yks as » ks 2 as ’ ( )
ykS' p = 1’
Kips = (5.35)
ps 6ks, P = 2.

Funkcje trygonometryczne wchodzace do wyrazenia calki ogélnej modelu obli-
czeniowego symetrycznej konstrukcji ptytowej maja postac

Tieps (Xs) = cos (Kgps Xs) - (5.36)

Wykorzystujac posta¢ funkcji (5.36) wprowadzmy tzw. podwojne funkcje trygo-
nometryczne przy pomocy ktérych wyrazona zostanie catka szczegolna.

Tmnpq(xs) = Tmpl(xl) : anz(xz)- (5.37)
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5. Wyniki

Posta¢ funkcji bazowych zalezy od numeru pierwiastka v

cosh (Kkp(g_s) xs), v=1,
B = . 5.38
fps (Xs) Z_Z - sinh (Kkp(3—s) xs)' V=2, (5:38)
natomiast funkcje ksztattu ugiecia ptyty wyrazajg si¢ nastepujaco
Wkpsv(xlr Xz) = kasv(xs) ’ Tkp(3—s) (x(3—s)) . (5.39)

Korzystajac z zasady sumacyjnej Einsteina catk¢ ogo6lng (5.3) mozemy zapisac
W postaci

Wo (X1, X2) = Wkpsv(xl'xz) : Rkpsv (5.40)

natomiast calke szczegdlng jako

W, (X1, x2) = Wi(x1,%2) = Cnnpq - Winnpq (X1, x2). (5.41)

Funkcje Winnpq(x1, X2) sg zalezne od obcigzenia zewngtrznego i nazwane funk-
cjami obcigzenia ugiecia. Aby je uzyskaé, na potrzeby rozpatrywanych przykta-
dow symetrycznych konstrukcji pltytowych, przedstawmy obcigzenie w formie po-
dwojnych szeregow trygonometrycznych

q(xq,x3) = AQmnpq Tmnpq(xlrxz)- (5.42)

Dla ptyt prostokgtnych parametry qp,pnpq moga zosta¢ otrzymane jako wspotczyn-
niki rozwini¢cia obcigzenia zewnetrznego w podwojne szeregi Fouriera na po-
wierzchni ptyty. Stad

Wmnpq(xl'xz) = Tmnpq(xl'xz)- (5.43)

Podstawiajac wyrazenia (5.42), (5.43) do (4.42) i przyréwnujac wspodtczynniki
przy tych samych funkcjach trygonometrycznych po obu stronach wyrazenia
(4.42) otrzymujemy wspotczynniki Cp,ppq Wyrazone przez wspotczynniki ¢pnpq
okreslajace obcigzenie zewngtrzne.
Jako szczegdlny przypadek obcigzenia na potrzeby rozpatrywanych przykta-
dow przyjmijmy, ze
q(x1,x2) = C - Tr122(x1, X2). (5.44)

Stad
do

c=—_1 (5.45)
D (82 + 62,)°
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5.1. Model obliczeniowy symetrycznej konstrukcji plytowej

gdzie g, jest intensywnos$cig obcigzenia zewnetrznego, a D sztywnoS$cia ptyty na
zginanie. Ostatecznie wyrazenie (5.41) przyjmuje postac

W.(x1,x2) = C - Ty122(x1,%2) =

= T121(x1) . T122(x2) =
= 008 (K121 X1) - c0s (K122 Xp) = (5.46)
= c0s (811 x1) - cos (812 x3) =

T I
=COS| —Xx cCOS| — X
2a1 L 2(12 2

W celu zdefiniowania warunkow brzegowych zastosowano nastepujacy stow-
nik warunkow brzegowych na funkcje wprowadzone w modelu matematycznym:

woW, @1 -oU, @;-V, My >X, My -Y,

(5.47)
M- 2, Q-G Q—H, W-K KoL

W kazdym punkcie krawedzi spelniamy dwa warunki brzegowe. Zbior tych
warunkow zapisujemy w postaci macierzowej w formie blokoéw (B;) odpowiada-
jacych warunkom brzegowym. Nastepnie bloki te sg sktadane w pionie (wedlug
wierszy) tworzac macierz rozszerzong uktadu roéwnan liniowych. Dla ptyty pro-
stokatnej macierz sktada si¢ z odmiu blokéw.

B,]
B;, B4 B,
B
X, B:
B, B, L Xy Bs, B M= B (5.48)
Bg
B
B,, B 7
7, Dg B, |

gdzie M = [ A ‘ b ] Ostateczne rozwigzanie uzyskuje si¢ z uktadu rownan li-
niowych AR = —b.

Rozpatrzmy warunki brzegowe i odpowiadajace im funkcje na przyktadach
ptyt symetrycznych (Tablica 5.1). Zastosowana tutaj notacja dla poszczegélnych
wariantow zostanie szczegotowo opisana w rozdziale 5.1.4.
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Tablica 5.1: Funkcje odpowiadajace warunkom brzegowym

Wariant Warunki brzegowe Funkcje
SSSS w(xl,x2)|x1=ia1 =0 W
M11(x1;xz)|x1=ia1 =0 X
W(xl'xZ)le:iaz =0 w
1\/122(951'952)|962:ia2 =0 Y
SCSC W(xl,x2)|x1= L W
Mll(xl’x2)|x1=ia1 =0 X
W(xl'xZ)le:iaz =0 \W%
€02(x1'x2)|x2:ia2 =0 \%
SFSF W(xl’x2)|x1=ia1 =0 Y
Mll(xl’x2)|x1=ia1 =0 X
MZZ(xl'xZ)lxzziaz =0 Y
VZ(xl’x2)|x2=iaz =0 L
CCCC W(xl,x2)|x1= o, =0 W
(pl(xl’x2)|x1:ia1 =0 U
W(xl'xZ)le:iaz =0 \%
§02(x1'x2)|x2=ia2 =0 \4
CFCF w(xl,xz)|x1=ia1 =0 Y
(pl(xl’x2)|x1:ia1 =0 8}
MZZ(xl'xZ)lxzziaz =0 Y
VZ(xl’x2)|x2=iaz =0 L
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5.1.3. Program komputerowy

Model obliczeniowy symetrycznej konstrukcji ptytowej zaimplementowano
w jezyku programowania Python z wykorzystaniem pakietow NumPy [77] i Au-
tograd. Jezyk ten oferuje podstawowy zbior cech programowania funkcyjnego.
W programie wykorzystano niektdre z wzorcow i technik charakterystycznych
dla tego paradygmatu, otrzymujac bardzo dobra odpowiednio$¢ pomiedzy mode-
lem matematycznym i obliczeniowym, a jego implementacjg w formie ekspresy;j-
nego i zwieztego programu komputerowego. Dzigki temu uzyskano rozwigzanie
blizsze podejéciu analitycznemu. W zwigzku z tym, ze w toku obliczen wyko-
nywane sg operacje numeryczne przy pomocy pakietu NumPy, podejscie opisane
w pracy mozna sklasyfikowa¢ jako analityczno-numeryczne. Nalezy zwrocic jed-
nak uwage, ze tam gdzie jest to mozliwe, rezygnuje si¢ z jawnego operowania
na warto$ciach liczbowych. Operacje numeryczne wykonywane sg na koncu pro-
cesu obliczeniowego poprzez podstawienie wartosci do wezesniej utworzonych
funkcji. Ten sposob implementacji zapewnia dobrg odpowiednio$¢ modelu z pro-
gramem, jego modularno$¢, wysoki poziom kontroli i mozliwos¢ weryfikacji po-
prawnosci dziatania wybranych czgsci kodu zrodtowego przy pomocy testow jed-
nostkowych (ang. unit test).

W rozdziale 2.4 oméwiono zalety rozniczkowania automatycznego. Oblicze-
nia pochodnych czastkowych poszukiwanych wielko$ci przeprowadzono przy po-
mocy tej metody i ww. bibliotek, co w potaczeniu z wykorzystaniem domknigc
(ang. closure) oraz funkcji wyzszego rzgdu (ang. higher-order function) umozliwia
bezposrednie wykorzystanie znanych z teorii ptyt cienkich zalezno$ci przemiesz-
czen, momentow 1 sit tnacych od ugiecia plyty.

Funkcjami wyzszego rzedu nazywamy funkcje, ktore jako argumenty przyj-
muja jedng lub wiele funkcji lub zwracajg rezultaty w postaci funkcji. Gdy zwra-
cana funkcja zawiera zmienne zwiazane przez funkcje zewnetrzna, to jest to do-
mknigcie.

Przy pomocy domknig¢¢ zrealizowano oryginalny sposéb konstruowania funk-
cji dwoch zmiennych (x4, x,) z indeksami dolnymi (np. k, p, s), gdzie funkcja ze-
wnetrzna przyjmuje jako argumenty indeksy dolne funkcji, a funkcja wewngtrzna
jest funkcja zmiennych (x4, x3).

Pokazmy to na przyktadzie funkcji (5.36). Ta funkcja zalezy od trzech wskaz-
nikow k, p, s, ktére mozna potraktowac jako argumenty pewnej funkcji abstrak-
cyjnej. W zapisie matematycznym Tj,s (x4, X2) ma postaé

Tkps(xs) = cos (Kkps xs) .

a w programie komputerowym jest zdefiniowana jako

def T(k, p, s):
def fn(x_1, x_2):
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return np.cos(kappa(k, p, s) * x(s)(x_1, x_2))
return fn

Dzigki temu mozliwe jest utworzenie w pamigci komputera obiektu funkcji Typs,
ktérg mozna wykorzysta¢ wielokrotnie do obliczenia wartosci tej funkcji dla argu-
mentow (x1, x,), np. dla catki ogdlnej i catki szczegolnej rozwigzania. Zwro¢my
roOwniez uwage, ze wartosci te obliczane sg dopiero w momencie wywotania tej
funkcji z argumentami (x4, x,), a wigc tylko wtedy, kiedy sa potrzebne.

W zwiazku z tym, ze funkcje sa w Pythonie obiektami pierwszoklasowymi
(ang. first-class functions) mozliwe jest oddzielne rozpatrywanie catki ogdlnej
i calki szczegodlnej rozwiazania, a nastepnie potaczenie obu rozwiagzan przed obli-
czeniem wartosci poszukiwanych wielkos$ci.

Ponizej omowiono poszczegdlne fragmenty kodu zroédtowego programu.
Kompletny listing z programem znajduje si¢ w dodatku do pracy. Zacznijmy od
importu wymaganych pakietow:
import autograd.numpy as np
from autograd import elementwise_grad as grad

Definiujemy parametry programu przyjete do obliczen.

# Number of approximations of the solution

K =3

# Dimensions
a_l =4. #m
a2 =2 #m
h =90.2 #m

# Young's modulus
E = 3el0 # Pa

# Poisson ratio
nu = 0.2

# Intensity of the load
g_0 = 10_000.00 # N

Korzystajac ze wzoru (4.39) obliczamy wartos¢ sztywnosci plyty na zginanie:
D = (E * h**¥3) / (12*%(1-nu**2))

Nastepnie definiujemy funkcje pomocnicze. Funkcja a(s) zwraca potowg wy-
miaru makroelementu na kierunku s, natomiast funkcja x(s) warto§¢ zmiennej x4
lub x, w zaleznosci od argumentu s.

def a(s):
if s == 1:
return a_1
elif s ==

return a_2
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def x(s):
def fn(x_1, x_2):
if s == 1:
return x_1
elif s ==
return x_2
return fn

Wzory (5.8) zapisujemy wprost:

def gamma(k, s):
return (k*np.pi) / a(s)

def delta(k, s):
return ((2*k-1)*np.pi) / (2*a(s))

def kappa(k, p, s):
if p ==
return gamma(k, s)
elif p ==
return delta(k, s)

Podobnie funkcje (5.36) oraz (5.37) mozemy wyrazi¢ poprzez uprzednio zde-
finiowane funkcje.

def T(k, p, s):
def fn(x_1, x_2):
return np.cos(kappa(k, p, s) * x(s)(x_1, x_2))
return fn

def T2(m, n, p, q):
def fn(x_1, x_2):
return T(m, p, 1)(x_1, x_2) * T(n, q, 2)(x_1, x_2)
return fn

Funkcja mult(f, c) zwraca funkcje f przemnozong przez statg C.

def mult(f, C):
def fn(x_1, x_2):
return C * f(x_1, x_2)
return fn

Funkcja final stuzy do ,,zsumowania” calki ogélnej i calki szczegodlnej roz-
wigzania w celu uzyskania finalnej postaci poszukiwanej wielkosci. Uzyto tu cu-
dzystowu, gdyz w programie nie operuje si¢ na wyrazeniach catki ogdlnej i szcze-
goblnej w postaci sumy, lecz na liScie zawierajacej sktadniki tej sumy.
def final(general_solution, particular_solution):

result = []

for f in general_solution:
result.append(f)
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result.append(particular_solution)
return result

Z tego powodu rzeczywiste dziatanie tej funkcji polega na utworzeniu listy wyra-
zen, ktorymi sg sktadniki catki ogélnej i catki szczegdlnej. Obliczajac pochodne
funkcji ugigcia korzystamy z wlasciwosci pochodnej sumy jako sumy pochodnych
poszczegolnych jej sktadnikow. Ze wzgledow wydajnosciowych lepiej jest obli-
cza¢ pochodne poszczeg6lnych sktadnikow i sumowac korzystajac z konwencji
sumacyjnej Einsteina (funkcja calc), niz przeprowadzaé operacje na ztozonych
wyrazeniach.

Funkcja Block(fs, pts) zwraca natomiast blok macierzy liniowego uktadu
rownan, zawierajacy wartosci funkcji  ksztattu odpowiadajacych danemu
warunkowi brzegowemu fs obliczone w punktach pts.
def Block(fs, pts):

X pts[:,0]

y pts[:,1]

m X.S1lze

n len(fs)

block = np.zeros((m, n))

for i in range(n):
block[:,i] = fs[i](x, V)

return block

Przesledzmy dziatanie tej funkcji na prostym przyktadzie, ktéry wykonuje pod-
stawowe operacje arytmetyczne na kolejnych liczbach naturalnych z przedziatu
0 — 9, zapisanych w formie macierzy o wymiarach 5 X 2.

Niech wiersze tej macierzy oznaczaja kolejne punkty Py, B, ..., Ps, 0 wspot-
rzednych (xq,x,). W wyniku dziatania funkcji Block otrzymujemy macierz
zawierajacg wartosci funkcji dwoch zmiennych +(xq, x5), — (x4, X2), X(x1, x2),
-+(x1,x3) wpunktach P, P, ..., Ps.

X1 X3 + - X +

[0 1 1 -1 0 O

h o [z fa Py 2 3 Block 5 -1 6 2/3
[+ — x =] m |4 5|— | 9 -1 20 4/5
P, | 6 7 13 -1 42 6/7

ps [ 8 9 17 -1 72 8/9

W opisywanym modelu obliczeniowym punktami sg wezty brzegowe na kra-
wedziach, a funkcjami dwoch zmiennych (x4, x,) — funkcje ksztalttu.

import numpy as np

3 def addition(x_1, x_2):

4

return x_1 + x_2
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def subtraction(x_1, x_2):
return x_1 - x_2

def multiplication(x_1, x_2):
return x_1 * x_2

def division(x_1, x_2):
return x_1 / x_2

fs = [addition, subtraction, multiplication, division]
points = np.arange(10).reshape(5, 2)

expected = np.array(

[
[1) '1) 0, 9])
[5, -1, 6, 2 / 3],
[9, -1, 20, 4 / 5],
[13, -1, 42, 6 / 7],
[17, -1, 72, 8 / 9],
1

)

blok = Block(fs, points)
print(np.array_equal(blok, expected))

W tablicy o nazwie expected podano spodziewany wynik dziatania tej
funkcji. Obliczona warto$¢ zostala porownana z oczekiwang za pomoca funkcji
array_equal, zwracajac warto$¢ True. Wyjasnienie dziatania tej funkcji stanowi
przy okazji test poprawnos$ci uzyskiwanych przy jej pomocy wynikow.

Wartos$ci ugig¢, katow obrotu, momentow, sit tnacych i uogélnionych sit tng-
cych obliczane sa za pomoca funkcji calc(fs, R).
def calc(fs, R):

def fn(x_1, x_2):
A = np.array([f(x_1, x_2) for f in fs])
return np.einsum('ijk,i->jk"', A, R)
return fn
Argument fs to lista funkcji ksztaltu wyrazenia poszukiwanej wielko$ci
(np. momentéw zginajacych), a R to wektor rozwigzania. Przy pomocy listy
sktadanej (ang. list comprehension) obliczamy warto$ci tych funkcji w punktach
o wspotrzednych (xq,x2). Ze wzgledu na wydajnos¢ obliczen i dla wygody,
wspotrzedne x; i x5 s3 typu tablicowego (numpy.ndarray), a wigc wartosci
obliczane sg od razu we wszystkich punktach w jednym kroku obliczeniowym.
Wspotczynniki w formie trojwymiarowej macierzy przypisujemy do zmiennej
A. Korzystajac z konwencji sumacyjnej Einsteina (numpy.einsum) obliczamy
poszukiwane wielkosci. Wyjasnijmy zasade dziatania tej funkcji.
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Ostateczna warto$¢ poszukiwanej wielkosci w punkcie o wspdtrzednych
(x4, x5) wynosi

S(x1,%2) = fi(x1,%2) Ry + fo(x1, %2) Ry + -+ + fin (1, X2) Ry (5.49)
Wyrazenie to mozemy zapisa¢ w postaci macierzowe;j
S =A;R;, (5.50)

gdzie A; = [fi(x1,%x2)], i = 1, ..., m, a warto§¢ m dla modelu symetrycznej kon-
strukcji ptytowej wynosi m = 8 K + 1. Ostatnim elementem listy jest funkcja od-
powiadajaca calce szczegolnej wyrazenia, dlatego warto$¢ m jest o jeden wieksza
od liczby niewiadomych. A; jest wigc wspomniang wczesniej listg poszukiwanej
wielkosci, np. momentow zginajacych.

Zazwyczaj interesuje nas obliczenie wartosci w wielu punktach jednoczesnie.
Funkcje f;(x4,x,) moga przyjmowaé argumenty w postaci macierzowej. Argu-
menty te przekazujemy poprzez zmienne oznaczone wielkimi literami X;, X,.
Przyjmijmy, Ze macierze te maja wymiar (j X k). Wtedy wyrazenie (5.50) mozna
zapisa¢ w postaci

S] = Aijk Ri- (551)

Stosujemy tu konwencj¢ sumacyjna Einsteina, co w programie obliczeniowym
jest realizowane przez funkcj¢ np.einsum('ijk,i->jk', A, R). Pierwszy argument
tej funkcji okresla tancuch indeksow, jako rozdzielong przecinkami liste etykiet
indekséw dolnych, gdzie kazda etykieta odnosi si¢ do wymiaru odpowiedniego
operandu (czyli kolejnych argumentow tej funkcji). Ilekro¢ etykieta powtarza sig,
dokonujemy sumowana. W trybie jawnym, ktory jest tu stosowany, mozna okresli¢
wyjs$ciowe etykiety z indeksem dolnym przy pomocy identyfikatora ->.

i Jm (X1, %2)
/ G, )

f1(x1,%2)
1 -
—
k
—
k
Ajik R; Sik

Rysunek 5.2: Zasada dziatania funkcji calc
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Zastosowanie tej funkcji pozwala ograniczy¢ liczbe operacji, co wpltywa ko-
rzystnie na wydajnos$¢ obliczen i zuzycie pamigci. Na koniec przedstawmy dzia-
fanie tej funkcji graficznie (rys. 5.2).

ZaleznoS$ci od ugigcia znane z teorii ptyt cienkich wyrazone w postaci pochod-
nych czastkowych zapisujemy korzystajac wprost z opisanej powyzej konwencji
i domknig¢. Poniewaz indeksowanie w Pythonie rozpoczyna si¢ od zera, 0 oznacza
pierwszy element, 1 drugi element, itd. W zwigzku z tym grad(w, @)(x_1, x_2) ob-
llcza plerwszq pochodng wzgledem plerwszego z argumentow funkql w(xq,X3),

4. a— Podobnie okreslamy pochodna a— Pochodng mieszang mozemy

dx,0x
natomiast zapisac jako grad(grad(w, @), 1)(x_1, x_2).

def phi_1(w):
def fn(x_1, x_2):
return grad(w, 0)(x_1, x_2)
return fn

def phi_2(w):
def fn(x_1, x_2):
return grad(w, 1)(x_1, x_2)
return fn

def M_11(w):
def fn(x_1, x_2):
return -D * (grad(grad(w, 0), 0)(x_1, x_2) +
nu*grad(grad(w, 1), 1)(x_1, x_2))
return fn

def M_22(w):
def fn(x_1, x_2):
return -D * (grad(grad(w, 1), 1)(x_1, x_2) +
nu*grad(grad(w, 0), 0)(x_1, x_2))
return fn

3 def M_12(w):

def fn(x_1, x_2):
return -D * (1-nu) * grad(grad(w, 9), 1)(x_1, x_2)
return fn

def Q_1(w):
def fn(x_1, x_2):
return -D * (grad(grad(grad(w, ©), 0), 0)(x_1, x_ 2) +
grad(grad(grad(w, 0), 1), 1)(x_1, x_2))
return fn

def Q_2(w):
def fn(x_1, x_2):
return -D * (grad(grad(grad(w, ©), 0), 1)(x_1, x_2) +
grad(grad(grad(w, 1), 1), 1)(x_1, x_2))
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return fn

def V_1(w):
def fn(x_1, x_2):
return -D * (grad(grad(grad(w, ©), 0), 0)(x_1, x_ 2) +
(2-nu)*grad(grad(grad(w, ©0), 1), 1)(x_1, x_2))
return fn

def V_2(w):
def fn(x_1, x_2):
return -D * (grad(grad(grad(w, 1), 1), 1)(x_1, x_2) +
(2-nu)*grad(grad(grad(w, 0), 0), 1)(x_1, x_2))
return fn

Wzor na funkcje bazowe (5.38) mozemy zapisa¢ wykorzystujac instrukcje wa-
runkowa

def B(k, p, s, ni):
def fn(x_1, x_2):
if ni ==
return (np.cosh(kappa(k, p, 3-s) * x(s)(x_1, x_2)))
elif ni == 2:
return ((x(s)(x_1, x_2) / a(s)) *
(np.sinh(kappa(k, p, 3-s) * x(s)(x_1, x_2))))
return fn

Podobnie (5.39) okreslamy przy pomocy wyzej zdefiniowanych funkcji
def W(k, p, s, ni):
def fn(x_1, x_2):
return B(k, p, s, ni)(x_1, x_2) * T(k, p, 3-s)(x_1, x_2)
return fn

Korzystajac z zagniezdzonej petli for przebiegajacej wszystkie indeksy k, p, s, v
tworzymy liste zawierajaca obiekty tych funkcji.
def shape_functions(K):

result = []

for k in range(1, K+1):

for p in range(1l, 3):
for s in range(1l, 3):
for ni in range(1, 3):
result.append(W(k, p, s, ni))
return result

Funkcje obcigzeniowe w analizowanych przyktadach maja postaé (5.43):

def force_functions(m, n, p, q):
return T2(m, n, p, q)

W oparciu o wyzej zdefiniowane funkcje stanu (funkcje ksztattu i funkcje ob-
cigzeniowe) mozemy zbudowac model obliczeniowy w postaci wyrazenia na catke
0go6lna w_g (general solution) i catke szczegodlng w_p (particular solution).
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shape_functions(_K)
force_functions(1, 1, 2, 2)

Nastepnie wykorzystujac funkcje do obliczenia wielkosci znanych z teorii
plyt cienkich obliczamy odpowiednie pochodne; odrebnie dla catki ogdlne;j i catki
szczegoblnej. Listy zawierajace pochodne od ugiecia przypisujemy do zmiennych
w oparciu o zdefiniowany wczesniej stownik (5.47).

[phi_1(f) for f in W_g]
[phi_2(f) for f in W_g]
[M_11(f) for f in W_g]
[M_22(f) for f in W_g]
[M_12(f) for f in W_g]
[Q_1(Ff) for
[Q_2(Ff) for
[V_1(f) for
[V_2(f) for

phi_1(W_p)
phi_2(W_p)
M_ll(w_p)
M_22(W_p)
M_12(W_p)
Q_1(W_p)
Q_2(W_p)
V_1(W_p)
V_2(W_p)

.F
.F
.F
.F

in W_g]
in W_g]
in W_g]
in W_g]

Statg C obliczamy wprost ze wzoru (5.45)

g_9 / (D*(delta(l, 1)**2 + delta(1, 2)**2)**2)

Wykorzystujac funkcje pomocnicza mult mnozymy sktadniki catki szczegdlnej
przez stata C otrzymujac W, (5.46) i pochodne.

mult(W_p,
mult(U_p,
mult(V_p,
mult(X_p,
mult(Y_p,
mult(Z_p,
mult(G_p,
mult(H_p,
mult(K_p,
mult(L_p,

Q)
)
Q)
Q)
)
Q)
Q)
Q)
)
Q)

Nastepnie skladamy otrzymane powyzej rezultaty w ostateczng postaé, przy
pomocy ktoérej mozliwe bedzie zapisanie warunkoéw brzegowych.

final(W_g, W_s)
final(U_g, U_s)
final(V_g, V_s)
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final(X_g, X_s)
final(Y_g, Y_s)
final(Z_g, Z_s)
final(G_g, G_s)
final(H_g, H_s)
final(K_g, K_s)
final(L_g, L_s)

— X I O N<X
nonon

Przeanalizujmy tworzenie blokow na przyktadzie ptyty prostokatnej. Warunki
brzegowe zapisujemy w formie blokéw macierzy zgodnie z (5.48).

Okreslamy wspotrzedne punktéw wyjsciowych. Na dodatnich pétosiach glo-
balnego uktadu wspotrzgdnych wybieramy n rownomiernie roztozonych punktow.
Dla symetrycznej konstrukcji ptytowej n = 2*_k. Wspdtrzedne te przypisujemy do
zmiennych p_11p_2.

p_1 = np.linspace(@, a_1, n)

p_2 = np.linspace(9, a_2, n)

g_1 = np.full(n, a_1)

g_2 = np.full(n, a_2)

P_1 = np.column_stack((q_1, p_2))
P_2 = np.column_stack((p_1, g_2))

Tworzymy liste P zawierajaca wspotrzedne punktow na brzegu ptyty. Elementy
tej listy to macierze zawierajgce wspotrzedne (x4, x,), ktére odpowiadaja warun-
kom brzegowym zapisanym na danym brzegu. Poniewaz w kazdym z punktoéw na
krawedzi plyty zapisujemy po dwa warunki brzegowe, elementy tej listy nalezy
powtorzyc.
np.array([P_1, P_2])

P
P np.repeat(P, 2, axis=0)

W przypadku plyt prostokatnych mozemy skorzysta¢ z notacji warunkow
brzegowych, zblizonej do tej, ktorg zaproponowal J.N. Reddy (tab. 5.2).
W programie warunki brzegowe przekazywane sa jako argument przy urucha-
mianiu programu, a nast¢pnie mapowane na funkcje odpowiadajace warunkom
brzegowym.

bc = list(args.bc)

bc2fn = {'C-0': [W, U], 'C-1': [W, V],
'S-0': [W, X], 'S-1': [W, Y],
"F-0': [X, K], 'F-1': [Y, L]}
BC = []

s for i, j in enumerate(bc):

k = £'{j}-{1i % 2}'
BC += bc2fn[k]

Nastepnie bloki te sg sktadane w pionie w rozszerzong macierz uktadu rownan
liniowych (5.48).
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5.1. Model obliczeniowy symetrycznej konstrukcji plytowej

blocks = []

> for i in range(4):

blocks.append(Block(BC[i], P[i]))

5 M = np.vstack(blocks)

Z macierzy rozszerzonej uktadu roéwnan wydzielamy macierz gtéwna zawie-
rajaca wspolczynniki uktadu réwnan liniowych oraz kolumnowy wektor wyrazow
wolnych.

# Coefficient matrix

> A= M[:, :-1]
3 # Column vector of constant terms

)

b =M:, -1]

Rozwigzujemy uktad rownan liniowych i uzyskany w ten sposéb wektor roz-
wigzania rozszerzamy o stalg 1.

R = np.linalg.solve(A, -b)
R = np.append(R, 1)

Majac rozwigzanie R mozemy obliczy¢ warto$ci dowolnej z poszukiwanych
wielkosci za pomoca opisanej wyzej funkcji calc(fs, R). Wartosci te obliczamy
w dowolnych punktach. Dla ptyty prostokatnej punkty te mozemy wybra¢ naste-
pujaco:

1 = np.linspace(-a_1, a_1, num=51)
2 = np.linspace(-a_2, a_2, num=51)
1, X_2 = np.meshgrid(x_1, x_2)

Za pomoca petli for mozemy obliczy¢ warto$ci wszystkich poszukiwanych
wielkosci w okreslonych powyzej punktach. Otrzymane w ten sposob rezultaty
mozna np. wyswietli¢ w postaci wykresow (dwu- lub trojwymiarowych) lub za-
pisa¢ do plikow.

for £ in [W, U, V, X, Y, Z, G, H, K, L]:
X_3 = calc(f, R)(X_1, X_2)

Sposob przygotowania rezultatdéw w formie graficznej za pomoca biblioteki mat-
plotlib! zamieszczono w dodatku do pracy.

5.1.4. Przyklady rozwiazan plyt symetrycznych

Tabela 5.2 zawiera mozliwe warianty jednorodnych warunkéw brzegowych
dla ptyty prostokatnej [11], ktoérych rozwigzania przedstawiono w dalszej czesci
pracy. Sposrdd 21 mozliwych kombinacji warunkéw brzegowych pominigto wa-
rianty ptyt podpartych w naroznikach. Zastosowana notacja warunkéw brzego-
wych jest zblizona do tej, ktorg zaproponowat J.N. Reddy [163], z ta r6znica, ze

! https://matplotlib.org/
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kazda kolejna litera oznacza warunek brzegowy na krawedzi oznaczanej zgodnie
z ruchem wskazowek zegara, poczawszy od lewej strony. Dzigki temu notacja nie
jest ograniczona wylacznie do plyt prostokatnych.

Tablica 5.2: Warunki brzegowe dla pltyty prostokatne;j

H SS \ SC \ SF \ CC \ CF \ FF
SS [ SSSSt [ SSSC | SSSF | SSCC | SSCF | SSFF%
SC SCSCt | SCSF | SCCC | SCCF | SCFF
SF SFSFt | SFCC | SFCF | SFFF%
CcC CCCCt | CCCF | CCFF
CF CFCFt | CFFF
FF FFFFt

Symbole zastosowane w tablicy oznaczaja odpowiednio: S — krawedz swobodnie
podparta (simply supported), C — krawedz zamocowana (clamped), F — krawedz
swobodna (free), T — przypadek symetryczny, f — plyta podparta na naroznikach.

Zauwazmy, ze przypadki ponizej przekatnej w Tabeli 5.2 sg uzyskiwane przez
obrot ptyty o 90°.

W zwiazku z tym, ze dla przypadkow symetrycznych (posiadajacych co naj-
mniej dwie osie symetrii) mozliwe jest zastosowanie uproszczonego modelu sy-
metrycznego, w ktorym rozpatruje si¢ wylacznie fragment ptyty z I ¢wiartki glo-
balnego uktadu wspotrzednych, notacje mozna ograniczy¢ do dwoch pierwszych
liter.

Rozwazmy trzy rodzaje ptyt prostokatnych o r6znych warunkach brzegowych:
1. Plyta prostokatna o dwoch przeciwlegtych krawedziach swobodnie podpar-

tych i pozostatych swobodnych,

2. Ptlyta prostokatna swobodnie podparta na obwodzie,
3. Plyta zamocowana na obwodzie.
Schematy rozwazanych konstrukcji plytowych podano na ponizszych rysunkach.

Plyta obcigzona jest obcigzeniem (5.44) o intensywnosci g, = 10 kPa. Do ob-
liczen przyjeto nastepujace geometryczne i mechaniczne parametry modelu: wy-
miary plyty 2a; = 8m, 2a, = 4 m, grubos¢ h = 0,2 m. Modut Younga jest réwny
E = 30 x 10° Pa, natomiast wspdtczynnik Poissona v = 0,2.

Przyktady zostaty rozwigzane w trzeciej aproksymacji (K = 3) z wykorzysta-
niem 12 punktéw wyjsciowych. Rozktad tych punktéw przedstawia tablica:

Xym 00 08 1.6 24 32 40
X;u 00 04 08 12 1.6 20
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//////////
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Rysunek 5.3: Warianty warunkow brzegowych plyty prostokatne;j
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Plyta prostokatna o dwdch przeciwleglych krawedziach swobodnie
podpartych i pozostatych swobodnych

Nalezy spetni¢ nastepujace warunki brzegowe (rys. 5.4)

=0; M;yq1(xq,%2)

xX1=tay

xX1=tay

w(xq,X7)

=0.

xX2=%ta;

= 0> VZ(xlle)

My (%1, x2)
xz=ta;

Przestrzenne wykresy ugiecia w i momentow zginajacych M4, Mo,
stokatnej swobodnie podpartej na dwdch przeciwlegtych krawedziach
tych swobodnych zostaty przedstawione na rysunkach 5.5-5.7.

X2

A

2(12

w

: 0 :
: | IS

f—————
2a4

(5.52)

plyty pro-
1 pozosta-

Rysunek 5.4: Ptyta prostokatna o dwoch przeciwleglych krawedziach swobodnie

podpartych i pozostatych swobodnych

0.01345
0.01196
0.01046
0.00897
0.00747
0.00598
0.00448
0.00299
0.00149
0.00000

Rysunek 5.5: Przestrzenny wykres ugigcia plyty prostokatnej o dwoch krawe-

dziach swobodnie podpartych i dwdch swobodnych
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41491
36881
32270
27660
23050
18440
13830
9220

4610

Rysunek 5.6: Przestrzenny wykres momentow zginajacych M, plyty prostokatnej
o dwoch krawedziach swobodnie podpartych i dwoch swobodnych

Rysunek 5.7: Przestrzenny wykres momentow zginajacych M, ptyty prostokatnej
o dwoch krawedziach swobodnie podpartych i dwoch swobodnych
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Plyta prostokatna swobodnie podparta na obwodzie

Nalezy spetni¢ nastepujace warunki brzegowe (rys. 5.8)

w(x1,x72)

w(x1,X3)

2a2

=0; My1(xq,%2) =0;
xy=ta; x1=ta; (5 53)
=0, Myy(xq,x2) =0.
xXz=%a; xz=%a;
X2
| 0 | N
| | " x
G :
[ zal >

Rysunek 5.8: Ptyta prostokatna swobodnie podparta na obwodzie

Przestrzenne wykresy ugigcia w i momentow zginajacych Myq, M,, plyty
prostokatnej swobodnie podpartej na obwodzie zostaly przedstawione na rysun-

kach 5.9-5.11.

0.0008073
0.0007176
0.0006279
0.0005382
0.0004485
0.0003588
0.0002691
0.0001794
0.0000897
0.0000000

Rysunek 5.9: Przestrzenny wykres ugigcia plyty prostokatnej swobodnie podpartej

na obwodzie
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4669
4150
3631
3113
2594
2075
1556
1038
519

Rysunek 5.10: Przestrzenny wykres momentoéw zginajacych My, ptyty prostokat-
nej swobodnie podpartej na obwodzie

10894
9684
8473
7263
6052
4842
3631
2421
1210

Rysunek 5.11: Przestrzenny wykres momentdéw zginajacych M,, ptyty prostokat-
nej swobodnie podpartej na obwodzie
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Plyta prostokatna zamocowana w sposob ciggly

Nalezy spetnié¢ nastgpujgce warunki brzegowe (rys. 5.12)

x1=ta;

=0; @1(x1,x2)

x1=ta;

=0; @z(x1,%2)

Xy=*a;

w(xq,x32)

(5.54)
= 0.

Xp=%a;

w (X1, X2)

X2
AN
S S S S S ST S S S S S S s

2a2
~

X1

AN B NN

/s 7/ 7/ 7 7 Vs s s s s S 7

— N\

A
Y

2a1

Rysunek 5.12: Ptyta prostokatna zamocowana na obwodzie

Przestrzenne wykresy ugigcia w i momentéw zginajacych My{, M,,
plyty prostokatnej zamocowanej na obwodzie zostaly przedstawione na
rysunkach 5.13-5.15.

0.0002342
0.0002082
0.0001822
0.0001561
0.0001301
0.0001041
0.0000781
0.0000520
0.0000260
—0.0000000

Rysunek 5.13: Przestrzenny wykres ugiecia ptyty prostokatnej zamocowanej na
obwodzie
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1910

1234
558
-118

-794

—-1470
—-2146
—2822
—3498
—-4174

Rysunek 5.14: Przestrzenny wykres momentow zginajacych M4, ptyty prostokat-
nej zamocowanej na obwodzie

5181
3571
1961
352
—1258
—2868
—4477
-6087
-7696
—-9306

Rysunek 5.15: Przestrzenny wykres momentow zginajacych M,, ptyty prostokat-
nej zamocowanej na obwodzie

Dwuwymiarowa ilustracja rozwiazan symetrycznych konstrukcji pltytowych

Podsumujmy rezultaty uzyskane dla symetrycznych wariantow ptyt prostokat-
nych w postaci dwuwymiarowych wykreséw obliczonych wielkosci.
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Rysunek 5.16: Wyniki dla plyty prostokatnej SSSS
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Rysunek 5.17: Wyniki dla plyty prostokatnej SCSC
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Rysunek 5.18: Wyniki dla ptyty prostokatnej SFSF
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2.0
15
1.0

0.5
0.0
-0.5

-1.0
-15

-2.0+
-4

2.0
1.5
1.0
054
0.0 1

-0.5
-1.0
-15-
4 -3 -2 -1

-2.0

() Funkcja M,

207
15
1.0
0.5
0.0
-0.5
-1.0

-

-15
-4 -3 -2 -1 0 1 2 3

IS

X1

(h) Funkcja Q,

2.0 1
15
1.0
0.5
0.0
-0.5
-1.0
-15
—2.04

X1

(j) Funkcja V,

Rysunek 5.19: Wyniki dla ptyty prostokatnej CCCC
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X2

X2

X2

X2

X2

2.0 0.0032
15 0.0028
10 0.0024
os 0.0020
0.0016
0.0
0.0012
08 0.0008
-1o 0.0004
-5 0.0000
-20 —0.0004
-4 3 -2 -1 0 1 2 3
X1

2.0 ~— —— 8
15 6
1.0 a
0.5 2
0.0 0
-05 -2
-1.0 -4
-15 -6
-2.0 _8
-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 a
X1
(c) Funkcja ¢,
2.0 4500
15 3000
1.0 1500
05 0
0.0 -1500
-0.5 -3000
-10 -4500
-15 ~6000
-2.0 -7500
-4 -3 -2 - 0 1 2 3
X1
(e) Funkcja M,,
20 160000
15 120000
1.0 80000
05 40000
0.0 0
-05 ~40000
-10 ~80000
-15 -120000
-2.0 ~160000
-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4
X1
(g) Funkcja Q,
20 120000
15 90000
10 60000
05 30000
0.0 0
-05 -30000
-1.0 ~60000
-15 -90000
B R 0 1 2 3 4 120000

(i) Funkcja V;

X2

X2

2.0 7
15
1.0
05
0.0
-05
-10

-15

(b) Funkcja ¢,

(d) Funkcja My,

2.0 7

15
1.0
0.5
0.0
-0.5
-1.0
-15

-2.0 +=

(f) Funkcja M, ,

2.0
15
1.0
05
0.0
-0.5
-1.0
-15

-2.0
-4

(h) Funkcja Q,

2.0 7o

15
1.0
05
0.0
-0.5
-1.0
-15

=20 +=

(j) Funkcja V,

Rysunek 5.20: Wyniki dla plyty prostokatnej CFCF
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5.2. Model obliczeniowy niesymetrycznej konstrukcji plytowej

5.2. Model obliczeniowy niesymetrycznej konstrukcji pltytowej

5.2.1. Implementacja modelu matematycznego

Budowa modelu matematycznego niesymetrycznej konstrukcji plytowej po-
lega na rozszerzeniu modelu konstrukcji symetrycznej o dodatkowe, niesyme-
tryczne funkcje, a co za tym idzie zwigkszenie liczby weztow, w ktorych nalezy

spetni¢ warunki brzegowe.

5.2.2. Implementacja modelu obliczeniowego

W tablicy 5.3 wyszczegdlniono funkcje, ktore nalezy rozszerzy¢ w celu roz-
wigzania zagadnien niesymetrycznych w ramach modelu matematycznego nie-
symetrycznej konstrukcji plytowej. Listing zamieszczony w nastgpnym podroz-
dziale przedstawia te funkcje w formie kodu zrédtowego programu.

Tablica 5.3: Porownanie modelu symetrycznego i niesymetrycznego

Model symetryczny ‘ Model niesymetryczny
= P =1 = Vew P=13
s 6k5’ p= 2 s 5k5’ p= 2!4

Tkps (x1,x3) = cos (Kkps xs)

B B {cosh (Kkp(g_s) xs), v=1
kpsv — ) %s ; —
a sinh (Kkp(B—S) XS) , VvV 2

cos (Kkps xs), p=12

T, Xq{,X5) =13 .
kps(l 2) {sm(Kkprs), p=34

cosh (Kkp(3—5) XS) , V=
X5 -
B = a_s sinh (Kkp(3_5) xs), V=
P sinh (Kkp(g_s) xs), v=3
Z—j cosh (Kkp(g_s) xs), v=4

5.2.3. Program komputerowy

def kappa(k, p, s):
if p==1or p ==
return gamma(k, s)
elif p == 2 or p == 4:
return delta(k, s)
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5. Wyniki

g def T(k, p, s):

20

def

def

def fn(x_1, x_2):
if p==1or p == 2:
return np.cos(kappa(k, p,
elif p == 3 or p ==
return np.sin(kappa(k, p,
return fn

B(k, p, s, ni):
def fn(x_1, x_2):
if ni ==

return np.cosh(kappa(k, p, 3 -

elif ni == 2:

return (x(s)(x_1, x_2) / a(s))
np.sinh(kappa(k, p, 3 - s)

)

elif ni == 3:

return np.sinh(kappa(k, p, 3 -

elif ni == 4:

x(s)(x_1, x_2))

x(s)(x_1, x_2))

s) * x(s)(x_1, x_2))

*(
* x(s)(x_1, x_2))

s) * x(s)(x_1, x_2))

return (;(s)(x_l, x_2) / a(s)) * (
np.cosh(kappa(k, p, 3 - s) * x(s)(x_1, x_2))

)

return fn

shape_functions(K):
result = []
for k in range(1, K + 1):
for p in range(1, 5):
for s in range(1l, 3):
for ni in range(1l, 5):

result.append(W(k, p, s, ni))

return result
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5.2. Model obliczeniowy niesymetrycznej konstrukcji plytowej

5.2.4. Przyklady rozwigzan plyt o niesymetrycznych warunkach
brzegowych

Plyta SSSC

Rysunek 5.21: Ugiecie ptyty SSSC.
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0.0004241
0.0003770
0.0003299
0.0002828
0.0002356
0.0001885
0.0001414
0.0000943
0.0000471
0.0000000
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0.00048 20 0.00020
0.00042 15 0.00015
0.00036 10 0.00010
0.00030 05 0.00005
< 000024 & 00 0.00000
0.00018 -05 ~0.00005
0.00012 -1.0 —0.00010
0.00006 -15 ~0.00015
0.00000 -20 -
-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 0.00020
X1
(b) Funkcja ¢,
0.0003 3200
0.0002 2400
1600
0.0001
800
0.0000
o
< < 0
~0.0001 800
~0.0002 ~1600
-0.0003 ~2400
~0.0004 -3200
-4 -3 -2 -1 0 1 2 3
X1 X1
(c) Funkcja ¢, (d) Funkcja My,
20 9000 2.0 3200
15 6000 15 2400
10 3000 10 1600
0.5 o 0.5 800
<00 -3000 X 00 0
-05 6000 —0.5 -800
“10 —9000 -1.0 ~1600
-15 -12000 -15 —2400
-2.0 -15000 -2.0 -3200
-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4
X1 X1
(e) Funkcja M,, (f) Funkcja M,,
6000 2.0 18000
4500 15 15000
3000 10 12000
1500 0.5 9000
6000
o o
0 0.0
x x 3000
= -0.5
1500 0
~3000 -10 ~3000
—4500 -15 ~6000
—6000 -2.0 ~9000
-4 -3 -2 -1 o 1 2 3 4
X1
(h) Funkcja Q,
20 10000 20 16000
15 7500 15 12000
1.0 5000 1.0 8000
05 2500 05
4000
x 00 0 x 00
o
-05 -2500 -05
-10 5000 -10 4000
-15 ~7500 -15 ~8000
-20 ~10000 -20 ~12000
-4 -3 -2 -1 o 1 2 3 4 -4 -3 -2 -1 o 1 2 3 4
X1 X1

(i) Funkcja V; (j) Funkcja V,
Rysunek 5.22: Wyniki dla ptyty SSSC.
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5.2. Model obliczeniowy niesymetrycznej konstrukcji plytowej

Plyta SSSF

0.006283
0.005585
0.004887
0.004189
0.003491
0.002793
0.002094
0.001396
0.000698
0.000000

Rysunek 5.23: Ugigcie ptyty SSSF.
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X2

X2

X2

X2

0.0064
0.0056
0.0048
0.0040
00032 Q¥
0.0024
0.0016
0.0008
0.0000

0.0000
—-0.0003
~0.0006

~-0.0009

X2

-0.0012
—-0.0015

—-0.0018

—-0.0021

10500
9000
7500
6000
4500
3000
1500
0

X2

—1500

8000

2.0

6000
4000
2000

2000
—4000
6000
—8000

(g) Funkcja Qq

10000

15

1.0

05

0.0 0

-0.5 -2500

.0 —5000
5 -7500
0 N —10000

7500
5000
2500

X2

4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

X1

(i) Funkcja V;
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0.0032

2.0

15 0.0024

1.0 0.0016

05 0.0008

0.0 0.0000
-0.5 ~0.0008
-1.0 ~0.0016
-15 -0.0024
-2.0 -0.0032

-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 a

X1

(b) Funkcja ¢,

20000
17500
15000
12500
10000
7500
5000
2500

(d) Funkcja My,

20 16000
15 12000
1.0 8000
0.5 4000
0.0 o

=05 —4000

-1.0 -8000

=15 -12000

=20 -16000

-4 -3 -2 -1 ] 1 2 3 4
X1
() Funkcja M,

0 5000
5 2500
.0 o

.5 -2500
.0 -5000

-0.5 -7500

-1.0 -10000

=15 -12500

=20 -15000

-4 -3 -2 -1 ] 1 2 3 4
X1
(h) Funkcja Q,

2500

o
-2500
-5000
-7500
-10000
-12500
-15000
-17500
-20000

(j) Funkcja V,
Rysunek 5.24: Wyniki dla ptyty SSSF.



5.2. Model obliczeniowy niesymetrycznej konstrukcji plytowej

Plyta SSCC

0.0004129
0.0003670
0.0003211
0.0002753
0.0002294
0.0001835
0.0001376
0.0000917
0.0000459
—0.0000000

Rysunek 5.25: Ugigcie ptyty SSCC.

125



5. Wyniki

o~

x

X2

X2

X2

X2

2.0
15
1.0
0.5
0.0

-05

-1.0
-15

-2.0

2.0
15
1.0
0.5
0.0

-0.5

-1.0

-15
-2.0

2.0
15
1.0
05
0.0

-0.5
-1.0
-15
-2.0

g 0.00036
0.00030
. 0.00024
X 0.00018
0.00012
0.00006
0.00000
-4 -3 2 -1 0 1 2 3 a ~0-00006

g 4000
2000
. o
X ~2000
—~4000
~6000
-8000
-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 PR
g 7500
5000
. 2500
¥ o
~2500
~5000
~7500
-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 o000

0.00042

X1

(a) Funkcja w

0.0003
0.0002
0.0001
0.0000
—-0.0001
—-0.0002

—-0.0003

~-0.0004

9000
6000
3000

0
-3000
—6000
—9000
-12000
-15000

(e) Funkcja M,,

6000

X1

(g) Funkcja Qq

10000

X1

(i) Funkcja V;

X2

X2

X2

X2
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0.00020

0.00015
0.00010
0.00005
0.00000
—0.00005
~0.00010
~0.00015

~0.00020

3000
1500

-1500
—3000
—4500

—6000

=7500

3200
2400
1600
800

—800

—1600

—2400

() Funkcja M,

18000

2.0
15 15000
10 12000
05 9000
6000
0.0
3000
-0.5
0
-1o -3000
-15 ~6000
-2.0 ~9000
-4 -3 -2 -1 o 1 2 3 4

X1

(h) Funkcja Q,

16000
12000
8000

4000

—4000

-8000

-12000

(j) Funkcja V,
Rysunek 5.26: Wyniki dla ptyty SSCC.



5.2. Model obliczeniowy niesymetrycznej konstrukcji plytowej

Plyta SSCF

0.004011
0.003565
0.003119
0.002673
0.002227
0.001781
0.001335
0.000888
0.000442
—0.000004

Rysunek 5.27: Ugigcie ptyty SSCF.
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X2

X2

X2

X2

0.0042

0.0036

0.0030

0.0024

0.0018 <
0.0012

0.0006

0.0000
—0.0006

0.0002
0.0000
~-0.0002
—0.0004
~0.0006

X2

~0.0008
—-0.0010
—-0.0012
-0.0014

X1

(c) Funkcja ¢,

16000

p >
15

{

L

X2

-8000

-4 -3 -2 -1 0 1 2

2.0
151
1.01
0.5
0.0
-0.5
-1.04
=151

-12000

12000

8000

4000

0

—4000
3 4

X1

(e) Funkcja M,,

1le6 1.50

125
1.00
0.75
0.50

X2

0.25
0.00
-0.25
-0.50

X1

(g) Funkcja Qq

-2.0+

1€ 125
1.00
|
075
|
0.50
025 <
0.00
-025
-0.50
-075
-3 -2 -1 0 1 2 3 4

X1

(i) Funkcja V;

0.0020
0.0016
0.0012
0.0008
0.0004
0.0000
—0.0004
~0.0008
-0.0012
-0.0016

(b) Funkcja ¢,

40000

20
s 30000
10 20000
05 10000

0
0.0
~10000

05 ~20000

-1 ~30000

-15 ~40000

-2.0 ~50000

-4 -3 2 -1 0 1 2 3 4

X1

(d) Funkcja M,

15000
12000
9000
6000
3000
—3000
6000
-9000

(f) Funkcja M,

600000

20 T
15 400000
1o 200000
05
0
00
~200000
-05
10 ~400000
-15 ~600000
-2.0 ~800000
-4 -3 -1 0 1 2 3 4

X1

(h) Funkcja Q,

1le6
2.0 0.8
L J
15 0.6
1.0 04
0.2
05
0.0
0.0
-0.2
-05 o4
-1.0 —06
-15 -0.8
—20 -1.0
-4 - - - [ 1 2 3 4

X1

(j) Funkcja V,

Rysunek 5.28: Wyniki dla ptyty SSCF.
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5.2. Model obliczeniowy niesymetrycznej konstrukcji plytowej

Plyta SCSF

LSS S S S S S S
LSS S S S S S S SSSSSS

s| X |

Rysunek 5.29: Ugigcie ptyty SCSF.
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0.002770
0.002424
0.002077
0.001731
0.001385
0.001039
0.000692
0.000346
0.000000
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X2

X2

X2

X2

0.0032

0.0028
0.0024
0.0020

2.0
15
1.0
05
00016 & o0

0.0012 -0

0.0008 -1.0

X1 X1

(a) Funkcja w (b) Funkcja ¢,

0.00000

2.0
15
1.0
0.5
0.0

X2

-05
-1.0

X1 X1

(c) Funkcja ¢, (d) Funkcja My,

4000

-4000
-8000
~12000

X2

~16000
20000
—24000
—28000

X1 X1

(e) Funkcja M,, (f) Funkcja M,

X 12000 0
. 9000 5

¥ 6000 0
3000 .5

0 < .0

-3000 -05

-6000 -10

-15 -9000 -15
-2.0 -12000 -2.0

-4 -3 -2 -1 o 1 2 3 4 -4 -3 -2 -1 o 1 2 3 4
X1 X1

(g) Funkcja Qq (h) Funkcja Q,

20 20000
15 15000
10 10000
05 5000
0.0 0 <
-05 ~5000
-10 ~10000
-15 ~15000
B S 1 2 3 4 20000
X1 X1

(i) Funkcja V; (j) Funkcja V,
Rysunek 5.30: Wyniki dla ptyty SCSF.
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5.2. Model obliczeniowy niesymetrycznej konstrukcji plytowej

Plyta SCCC

X2 7

0.0002363
0.0002100
0.0001838
0.0001575
0.0001313
0.0001050
0.0000788
0.0000525
0.0000263
0.0000000

Rysunek 5.31: Ugigcie ptyty SCCC.
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s

(i) Funkcja V;
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0.00015
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X2
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~-0.000075
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1.0
0.5
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2.0

X1

(b) Funkcja ¢,
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(j) Funkcja V,

Rysunek 5.32: Wyniki dla ptyty SCCC.
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Plyta SCCF

X2 s

0.002411
0.002143
0.001875
0.001607
0.001339
0.001071
0.000803
0.000535
0.000267
—0.000001

Rysunek 5.33: Ugiecie ptyty SCCF.
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(i) Funkcja V; (j) Funkcja V,
Rysunek 5.34: Wyniki dla ptyty SCCF.
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Plyta SCFF

Rysunek 5.35: Ugigcie ptyty SCFF.
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5. Wyniki
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Rysunek 5.36: Wyniki dla ptyty SCFF.
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5.2. Model obliczeniowy niesymetrycznej konstrukcji plytowej

Plyta SFCC
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Rysunek 5.37: Ugigcie ptyty SFCC.

137



5. Wyniki
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Rysunek 5.38: Wyniki dla ptyty SFCC.
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5.2. Model obliczeniowy niesymetrycznej konstrukcji plytowej

Plyta SFCF

0.005622
0.004997
0.004373
0.003748
0.003123
0.002499
0.001874
0.001249
0.000624
—0.000000

Rysunek 5.39: Ugigcie ptyty SFCF.
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5. Wyniki
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Rysunek 5.40: Wyniki dla ptyty SFCF.
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5.2. Model obliczeniowy niesymetrycznej konstrukcji plytowej

Plyta CCCF

SOOI
AR
@)

0.001792
0.001592
0.001393
0.001193
0.000994
0.000794
0.000595
0.000395
0.000196
—0.000004

Rysunek 5.41: Ugigcie ptyty CCCF.
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5. Wyniki
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Rysunek 5.42: Wyniki dla ptyty CCCF.
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5.2. Model obliczeniowy niesymetrycznej konstrukcji plytowej

Plyta CCFF

0.005355
0.004760
0.004164
0.003568
0.002972
0.002376
0.001781
0.001185
0.000589
—0.000007

Rysunek 5.43: Ugigcie ptyty CCFF.
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5. Wyniki
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Rysunek 5.44: Wyniki dla ptyty CCFF.
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5.2. Model obliczeniowy niesymetrycznej konstrukcji plytowej

Plyta CFFF (wariant FCFF)

C
SIS S S S SSS S S S S S S s
LSS S S S S S S S S S S S S S S S S S S S S S S S S S S S S S S S s
X
F X1 F
F

Rysunek 5.45: Ugigcie ptyty FCFF.
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5. Wyniki
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Rysunek 5.46: Wyniki dla ptyty FCFF.
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5.2. Model obliczeniowy niesymetrycznej konstrukcji plytowej

Plyta trapezowa

LSS S S S S S
C

Rysunek 5.47: Schemat plyty trapezowe;j

Rysunek 5.48: Ugiecie ptyty trapezowej typu FFCF.
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5. Wyniki
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Rysunek 5.49: Wyniki dla ptyty trapezowe;.
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5.2. Model obliczeniowy niesymetrycznej konstrukcji plytowej
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Rysunek 5.50:
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Wyniki dla ptyty trapezowe;j.
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5. Wyniki

Plyta tréjkatna

Rysunek 5.51: Schemat ptyty trojkatne;j
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[ 0.0004130
0.0003614
- 0.0003098
- 0.0002581
- 0.0002065
- 0.0001549
0.0001032
[ 0.0000516

—0.0000000

Rysunek 5.52: Ugigcie ptyty trojkatnej swobodnie podpartej na obwodzie.
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5.2. Model obliczeniowy niesymetrycznej konstrukcji plytowej
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Rysunek 5.53: Wyniki dla swobodnie podpartej ptyty trojkatne;.
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5. Wyniki
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Rysunek 5.54: Wyniki dla swobodnie podpartej ptyty trojkatnej cd.

Plyta dwuskladnikowa

Rozwazmy ptyte dwuskladnikowa [46, 45] (rys. 5.55). Plyta (1) jest zamo-
cowana na krawedzi poprzecznej, ptyta (2) swobodnie podparta na krawedzi po-
przecznej. Pozostate krawedzie ptyt (1) i (2) sa swobodne. Plyty odniesione sa
odpowiednio do kartezjanskiego uktadu wspotrzednych Ofgl)fgl) i 0§§Z)E§2) oraz
znajduja sie pod obcigzeniem g™ (x4, x,) i ¢ (x4, x5).

xgl)/\ xgz)/\
/
1 0, @ |o,
1 2
g xi ) xg )

Rysunek 5.55: Warunki brzegowe ptyty dwusktadnikowe;j
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5.2. Model obliczeniowy niesymetrycznej konstrukcji plytowej

q(l)(xl,xz) q(z)(xI'XZ)

Cd L) illu

—(2)

lllllllll llll

—(1) —(1) / IO

) S (@)

Rysunek 5.56: Schemat plyty dwusktadnikowej

W tym przypadku mamy nast¢pujgce elementy:
— Plyta (1) o wymiarach 20 m X 6 m X 0,3 m zamocowana na krotszej krawedzi,
— Plyta (2) o wymiarach 10m X 6 m X 0,3 m swobodnie podparta na krotszej
krawedzi,
— Pozostate krawedzie ptyt (1) i (2) sg swobodne.
Zapisujemy warunki brzegowe na krawedziach elementu:
— Na krawedzi zamocowanej plyty (1):
warunki zerowania ugiecia i kata obrotu ¢,
— Na krawedzi swobodnie podpartej plyty (2):
warunki zerowania ugi¢cia i momentu zginajacego M,
— Na krawedziach swobodnych:
momentu zginajacego M,, 1 uogoélnione;j sity tnacej 15,
— Na krawedzi wspdlnej dwoch makroelementow:
warunki idealnego kontaktu mechanicznego.
Do obliczen przyje¢to nastepujace wymiary plyt:

2atV =20m, 2al” =6m,
2a? =10m, 2a%? =6m.

Warto$¢ obcigzenia powierzchni gornej
q® =10kN-m™2, ¢® =5kN-m™2
Wtasciwosci materiatlowe
EM =EFE® =21x10*MN-m™2, v =y =0,3.

Ponizsze wykresy dotycza krawedzi wspolnej ptyty (1)1 (2) dla K = 3:
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5. Wyniki

0.00070 —— Wykres w; piyta (1)
- = Wykres w; plyta (2)
0.00065
0.00060
0.00055
2
0.00050
0.00045

0.00040

Rysunek 5.57: Wykres ugigcia na krawedzi wspdlnej ptyty dwusktadnikowe;.

- Wykres M;;; ptyta (1)
—125000 == Wykres My;; ptyta (2)

—150000
—175000
b
s —200000
—225000
—250000

—275000

Rysunek 5.58: Wykres momentu M4, krawedzi wspolnej ptyty dwuskladnikowe;.

= Wykres My;; ptyta (1)

= = Wykres My;; ptyta (2)
5000

N —5000

—10000

—15000

—20000

|
w

|
N

|
-
o
-
N
w

Rysunek 5.59: Wykres momentu M,, krawegdzi wspolnej ptyty dwusktadnikowe;.
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5.2. Model obliczeniowy niesymetrycznej konstrukcji plytowej

20000 = Wykres Q,; plyta (1)
== Wykres Qy; ptyta (2)
15000

~ 10000
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5000
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|
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=
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w

Rysunek 5.60: Wykres sity tnacej @ krawedzi wspolnej ptyty dwusktadnikowe;.

30000 —— Wykres Q; piyta (1)
N == Wykres Qy; ptyta (2)

20000

10000

Q2

—10000

—20000

a

—30000

Rysunek 5.61: Wykres sity tnacej @, krawedzi wspolnej ptyty dwusktadnikowe;.

—— Wykres V1; ptyta (1)
0 == Wykres Vy; ptyta (2)
—50000
., —100000
>
—150000
—200000

Rysunek 5.62: Wykres uogoélnionej sity tnacej V; krawedzi wspolnej ptyty dwu-
sktadnikowe;.
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60000 —— Wykres V5; ptyta (1)

== Wykres V;; ptyta (2)
40000

20000
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o

—20000

—40000

—60000

-3 -2 -1 0 1 2

w

Rysunek 5.63: Wykres uogolnionej sity tnacej V, krawegdzi wspolnej plyty dwu-
sktadnikowe;j.

— Wykres ¢;; ptyta (1)
== Wykres ¢;; ptyta (2)
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&' 0.000018
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Rysunek 5.64: Wykres kata obrotu ¢, krawedzi wspdlnej ptyty dwusktadnikowe;.
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Rysunek 5.65: Wykres kata obrotu ¢, krawedzi wspdlnej ptyty dwuskladnikowe;j.



6. Dyskusja

W Rozprawie Doktorskiej otrzymano rozwigzanie dwoch rodzajow zagad-
nien brzegowych teorii plyt pod obcigzeniem kosinusoidalnym: zagadnienie sy-
metryczne dla ptyty prostokatnej i kwadratowej przy symetrycznych warunkach
brzegowych i zagadnienie niesymetryczne (plyta wspornikowa, trapezowa, troj-
katna i dwusktadnikowa).

Rezultaty licznych przyktadéow otrzymano implementujac rozwazany model
obliczeniowy w postaci programu komputerowego napisanego w jezyku progra-
mowania Python.

Rozwigzania zagadnien symetrycznych poréwnano z wynikami analitycznymi
uzyskanymi na podstawie wzoroéw dla ptyty swobodnie podpartej wg metody Na-
viera zawartej] w monografii Timoszenki [203] oraz z wynikami numerycznymi
uzyskanymi Metoda Elementow Skonczonych.

Zamieszczono tablice zawierajace minimalne i maksymalne warto$ci wielko-
$ci statycznych i kinematycznych ptyty, uzyskane tymi metodami. W formie tabe-
larycznej przedstawiono takze spetnienie warunkow brzegowych dla omawianych
przypadkow.

W zwiazku z tym, ze nie kazdy program MES umozliwia zdefiniowanie obcig-
zenia w postaci funkcji dwoch zmiennych, do celow porownania wybrano pakiet
ABAQUS CAE (Student Edition 2019 z ograniczeniem do 1000 weztow). Model
wykonany w programie ABAQUS sktada si¢ z 512 S4R elementow (561 weziow).

Omoéwmy teraz wyniki zamieszczone w poprzednim rozdziale.

6.1. Plyta prostokatna o dwoch przeciwleglych krawedziach
swobodnie podpartych i pozostalych swobodnych

Rysunki 6.1-6.3 przedstawiajg wykresy przekrojowe ugigcia w przekrojach
srodkowych i krawedziowych ptyty z rysunku 5.5.

W przekroju srodkowym (rys. 6.1) i krawedziowym (rys. 6.2) ugigcia ptyty sa
prawie takie same. Oznacza to, ze rozwazana plyta w danych warunkach pracuje
jak belka swobodnie podparta.
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6.1. Plyta prostokatna o dwoch przeciwleglych krawedziach swobodnie
podpartych i pozostatych swobodnych

Rysunki 6.4-6.5 przedstawiaja wykresy przekrojowe momentdéw zginajacych
w przekrojach srodkowych ptyty z rysunkéw 5.6-5.7.
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Rysunek 6.4: Momenty zginajgce M;, prostokatnej ptyty o dwoch krawedziach
swobodnie podpartych i dwoch swobodnych w przekroju x; = 0
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Rysunek 6.5: Momenty zginajace M,, prostokatnej ptyty o dwoch krawedziach
swobodnie podpartych i dwoch swobodnych w przekroju x; = 0

Moment zginajacy M, w przekroju srodowym (rys. 6.4) jest znacznie wickszy
od momentu zginajacego M,, w tym przekroju (rys. 6.5). Moment zginajacy M,,
i uogodlnione sity tnace V, wynosza prawie zero na catej krawedzi x, = +a,. Na
krawedzi swobodnie podpartej x; = +a, wartosci ugiecia i kata obrotu ¢, wyno-
szg prawie zero (sg rzedu 1 X 10718 i 1 x 10717). Wszystkie warunki brzegowe
sa spelniane w weztach krawedziowych wraz z naroznikami ptyty.
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Tablica 6.1: Minimalne i maksymalne wartosci wielkos$ci kinematycznych i sta-
tycznych wraz z ich btgdem wzglednym (RE) dla ptyty prostokatnej o dwoch prze-
ciwlegtych krawedziach swobodnie podpartych i pozostatych swobodnych

Makroelement Abaqus RE

F-cja Jedn. Min Max Min Max Min Max
w m 0 0,013 0 0,013 0% 0%
M, N-m/m 0 41490,63 1944 41310 — 0,44 %
M,, N-m/m 0 5516,33 —78,02 5311 — 3,87%
M,, N m/m —3263,79 3263,79 —2402 2402 3588% 3588%
Q. N-m™! —15343,36 15343,36 — — — —
Q, N-m™! —3229,42 3229,42 — — — —
Vi N-m™ —-1444095 1444095 — — — —
V, N-m™! —-2677,45 2677,45 — — — —
¢, rad -0,005 0,005 —-0,005 0,005 0% 0%
P, rad —0,0005 0,0005 —0,0005 0,0005 0% 0%

Ekstrema tych funkcji zostaty przedstawione w tablicy 6.1. Rezultaty uzyskane
prezentowang metoda w ujgciu makroelementowym oznaczono jako ,,Makroele-
ment”.

Warto$ci maksymalne sg bliskie warto§ciom maksymalnym otrzymanym
w pakiecie ABAQUS (Dodatek B.1), ale wartoSci minimalne momentow
zginajacych nie pokrywaja sie.

Minimalne warto$ci momentoéw zginajacych w podanych przyktadach to war-
tosci na krawedzi. Podobne obserwacje dotyczace porownania wynikow uzyska-
nych przy pomocy MES (ABAQUYS) zostaty zawarte w innych pracach, np. [116,
110], gdzie wskazano, ze MES nie jest w stanie zapewni¢ zerowania si¢ momen-
tow zginajacych na krawedzi.

Spetienie warunkéw brzegowych w punktach srodkowych krawedzi przed-
stawia tablica 6.2.

Tablica 6.2: Spetienie warunkéw brzegowych w punktach srodkowych krawedzi
plyty prostokatnej o dwoch przeciwleglych krawedziach swobodnie podpartych
i pozostatych swobodnych

F-cja Krawedz Jedn. Makroelement Abaqus
w Swobodnie podparta m 0 0
M4 Swobodnie podparta N -m/m 0 1966,02
M,, Swobodna N-m/m 0 288,97
v, Swobodna N-m™? 0 —




6.2. Plyta prostokatna swobodnie podparta na obwodzie

6.2. Plyta prostokatna swobodnie podparta na obwodzie

Rysunki 6.6-6.8 ilustrujg wykresy przekrojowe ugi¢cia i momentdéw. Ekstrema
tych funkcji zostaly przedstawione w tablicy 6.3. Pokrywaja si¢ one dokladnie
z rozwigzaniem Timoszenki [203]. Wartosci maksymalne sg bliskie warto§ciom
maksymalnym otrzymanym w pakiecie ABAQUS (Dodatek B.2), ale wartosci mi-
nimalne momentdéw zginajacych nie pokrywaja sie.
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6. Dyskusja

Spetnienie warunkéw brzegowych w punktach srodkowych krawedzi przed-
stawia tablica 6.4. W tym przyktadzie badania numeryczne wykazaty, ze warunki
brzegowe s3 spehione z wysoka dokladnoscig — 1 x 1073 dla ugiecia oraz 1 x
10729 dla momentdw zginajacych.

Tablica 6.4: Spetnienie warunkoéw brzegowych w punktach srodkowych krawedzi
ptyty prostokatnej swobodnie podpartej na obwodzie

F-cja Krawedz Jedn. Makroelement Timoszenko Abaqus
w Swobodnie podparta 1l m 0 0 0
My, Swobodnie podpartal N -m/m 0 0 416,46
w Swobodnie podparta2 m 0 0 0
M,, Swobodnie podparta2 N -m/m 0 0 1170,5

6.3. Plyta prostokatna zamocowana w sposob ciagly

Rysunki 6.9-6.11 przedstawiajg wykresy przekrojowe ugiecia i katow obrotu.
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Rysunek 6.9: Ugigcie plyty prostokatnej zamocowanej na obwodzie w przekroju
Xy = 0

164



6.3. Plyta prostokatna zamocowana w sposéb ciagly

~0.000100
~0.000075
~0.000050
—0.000025

% 0.000000 1
0.000025

0.000050 1

0.000075 4

0.000100 1

Rysunek 6.10: Kat obrotu ¢, plyty prostokatnej zamocowanej na konturze w prze-
krojux, =0
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Rysunek 6.11: Kat obrotu ¢, ptyty prostokatnej zamocowanej na konturze w prze-
krojux; =0

W tym przyktadzie badania numeryczne wykazaty, ze warunki brzegowe sa
spetnione z wysoka doktadnos$cig — 1 x 1078 dla ugiecia oraz 1 X 10~7 dla katow
obrotu. Wida¢, ze spelnione sg warunki symetrii i antysymetrii. Ugiecie Srodka
rozpatrywanej ptyty jest mniejsze niz w przypadku poprzedniej ptyty. W przekroju
srodkowym moment zginajacy jest mniejszy w srodku ptyty niz na krawedzi.

Rezultaty obliczen przedstawiono w tablicy 6.5. Podobnie jak w poprzednich
przyktadach, maksymalne wartosci wynikow teoretycznych sg zblizone do mak-
symalnych warto$ci wynikow uzyskanych w pakiecie ABAQUS (Dodatek B.3),
ale minimalne dla momentoéw zginajacych nie pokrywajg si¢.
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Zaznaczmy, ze numeryczne wyniki problemu zginania prostokatnych plyt
cienkich zamocowanych na konturze zostaly takze przedstawione w artykule [2]
1 s3 w doskonatej zgodno$ci pomiedzy dokladnym numeryczno-analitycznym
rozwigzaniem uzyskanym technikg transformacji calki ogoélnej (ang. generalized
integral transform technique) i metoda elementow skonczonych (ang. finite
element method) w komercyjnym programie ABAQUS. Podczas analizy plyty
zostaty zdyskretyzowane przy uzyciu odpowiednio dobranych elementéw S4R
— 200 elementéw w kierunku x i 200 elementéw w kierunku y. Oznacza to,
ze uzyskano wystarczajaca doktadnos¢ dla 40 000 elementow, podczas gdy
w przyktadach rozwigzanych przy pomocy programu ABAQUS przedstawionych
w dodatku B, model sktada si¢ z 512 elementow.

Tablica 6.5: Minimalne i maksymalne wartosci wielkosci kinematycznych i sta-
tycznych wraz z ich bledem wzglednym (RE) dla ptyty zamocowanej w sposdb

ciagly

Makroelement Abaqus RE

F-cja Jedn. Min Max Min Max Min Max
w m 0,00 0,0002 0,00 0,0002 0% 0%
M, N-m/m —4174,73 1909,82 —3326 1877 2552% 1,75%
M,, N m/m —9305,64 5180,73 —-7727 5080 20,43% 1,98%
M,, N-m/m —-1190,87 1190,87 —-1120 1120 6,33% 6,33%
Q, N-m™? —6806,21 6806,21 — — — —
Q, N-m™ —-12667,36 12667,36 — — — —
Vi N-m™ —-7268,18 7268,18 — — — —
v, N-m™? -12667,93 12667,93 — — — —
(0N rad 0,00 0,00 0,00 0,00 0% 0%
P, rad —0,0002 0,0002 -0,0002 0,0002 0% 0%

Warunki brzegowe dla ptyty zamocowanej w sposob ciaggly sa doktadnie spel-
nione, co zostalo wykazane w tablicy 6.6.

Tablica 6.6: Spetnienie warunkéw brzegowych w punktach srodkowych krawedzi
plyty zamocowanej w sposob ciagly

F-cja Krawedz Jedn. Makroelement Abaqus
w Zamocowanal m 0 0
¥4 Zamocowana 1 rad 0 0
w Zamocowana2 m 0 0
¥, Zamocowana 2 rad 0 0

Rysunki 6.12—6.14 ilustrujg wptyw liczby aproksymacji na warto$ci ugi¢cia
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i momentdw zginajacych M, 1, M, ptyty prostokatnej zamocowanej na obwodzie.
Rezultaty uzyskano w przekroju x, = 0 ptyty.

Wykresy sa wykonane dla wszystkich przyblizen od 1 do 5. Wida¢, ze po-
czawszy od drugiej aproksymacji (K = 2) doktadnie si¢ pokrywaja. Potwierdza
to wybor K = 3 przyjety do obliczen.
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Rysunek 6.12: Ugiecie ptyty prostokatnej zamocowanej na obwodzie w przekroju
x, = 0 dla r6znych wartosci liczby aproksymacji
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Rysunek 6.14: Momenty zginajace M,, plyty zamocowanej na obwodzie w prze-
kroju x, = 0 dla r6znych warto$ci liczby aproksymacji

6.4. Uwagi ogolne

Wszystkie rezultaty otrzymano z wysoka doktadnoscig. Wykonane obliczenia
wykazaly, ze zwigkszanie warto$ci parametru K dla ptyt prostokatnych nie wplywa
na zwigkszenie doktadnos$ci rozwigzania. Oznacza to, ze doktadne rozwigzanie
uzyskano juz dla matych warto$ci K, co potwierdza wysoka efektywnos¢ metody.

Dla zagadnien symetrycznych ugi¢cie i momenty zginajace sa funkcjami sy-
metrycznymi, a katy obrotu normalnych, sity tnace i uogoélnione sity tnace funk-
cjami antysymetrycznymi wspotrzednych (x4, x5).

Wykazano rowniez, ze wyniki uzyskane dla przypadkoéw symetrycznych przy
pomocy niesymerycznego modelu sg zbiezne. Podobnie jak inne metody, opraco-
wana metoda rowniez daje dobre wyniki dla ptyt regularnych. Rozwiazania phyt
nieregularnych otrzymuje si¢ z mniejsza doktadnoscia.

Opracowana metoda podobnie jak MES $cisle spetnia jednorodne réwnanie
réwnowagi. Rownanie niejednorodne spelniane jest w oddzielnych weztach na
powierzchni ptyty metoda kolokacji granicznej, jako warunki réwnowagi reakcji
wewngtrznych ptyty z obcigzeniem zewngtrznym okre$lonym w rozwazanych
weztach. W przeciwienstwie do MES macierz uktadu réwnan nie jest pasmowa,
a sktada si¢ z oddzielnych zerowych i niezerowych blokow. W odréznieniu od
MES opracowana metoda pozwala niezaleznie spehic statyczne, kinematyczne
i mieszane warunki brzegowe w weztach krawedziowych. Takiej mozliwosci
w Metodzie Elementow Skonczonych nie ma.

Widzimy, ze analityczne i numeryczne wyniki dla wielkosci kinematycznych
pokrywaja sie. Maksymalne warto$ci momentow zginajacych sg zblizone, ale nie
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pokrywaja si¢. Momenty skrecajace r6znia si¢ znacznie. Liczbowe warto$ci mo-

mentow zginajacych nie sa zerowe wzdhuz krawedzi. Wynika stad, ze statyczne

warunki brzegowe nie sg $cisle spetnione w pakiecie ABAQUS.

Przyczyny tych rozbieznosci sg nastgpujace:

1. Przedstawiona metoda oparta jest na teorii plyt Kirchhoffa, czyli teorii defor-
macji rzedu zerowego, w ktdrej pomija si¢ odksztalcenia przekroju poprzecz-
nego. Zamiast tego wprowadzono uogdlniong sit¢ $cinajaca, jako sume sit §ci-
najacych i pochodng momentoéw skregcajacych.

2. Pakiet ABAQUS oparty jest na teorii ptyt Mindlina, czyli deformacji pierw-
szego rzedu, w ktorej uwzglednione sg odksztalcenia przekroju poprzecznego.
Momenty skrecajace 1 sity $cinajace sg niezalezne. Z tego powodu uzyskane
warto$ci momentow zginajacych i skrgcajacych sa rozne.

3. Do obliczen w programie ABAQUS przyjeto stosunkowo niewielkg (jak na
MES) liczbe elementow skonczonych, poniewaz wersja studencka pakietu
ABAQUS jest ograniczona do 1000 weztow.

W podejsciu analitycznym kinematyczne i statyczne warunki brzegowe sa
spetniane bezposrednio w oddzielnych punktach na konturze ptyty. Metody
numeryczne doskonale spelniajg rownania cigglosci kinematycznej i kinema-
tyczne warunki brzegowe tylko w oddzielnych weztach. Réwnania rownowagi
i statyczne warunki brzegowe sa spetlnione w przyblizeniu na catym obszarze
plyty przy zastosowaniu zasady pracy wirtualnej. Moze to by¢ przyczyna tego, ze
kinematyczne warunki brzegowe sa spetlnione z bardzo wysoka doktadnoscia, ale
statyczne warunki w Metodzie Elementow Skonczonych sa spetnione z mniejsza
doktadnoscia.

Na niektorych z wykresow (np. rys. 5.36, 5.44, 5.46) widoczne sg pewne ,,nie-
doskonatosci” w przebiegu funkcji. Znieksztalcenia te sg obserwowane gléwnie
w naroznikach i wzdtuz krawedzi ptyt. Rezultaty dla ré6znych warunkow brzego-
wych otrzymano tym samym modelem i programem obliczeniowym. Uzyskano
dobra zbiezno$¢ wynikow dla symetrycznych warunkow brzegowych w ramach
symetrycznego i niesymetrycznego modelu, ktore pokrywaja sie¢ z wynikami uzy-
skanymi innymi metodami. W rezultacie mozna uzna¢, ze model pracuje prawi-
dlowo, a wspomniane niedoskonalosci sg efektem wplywu reakcji powstajacych
na krawedziach ptyt oraz w ich naroznikach.

Z reakcjami powstajagcymi w naroznikach mamy do czynienia nawet w naj-
prostszych przypadkach ptyt swobodnie podpartych. Timoszenko przedstawit
[205] prosty dowdd na to, ze wypadkowa reakeji, roztozonych wzdhuz wszystkich
krawedzi ptyty swobodnie podpartej jest wigksza od wypadkowej calkowitego
obcigzenia ptyty. W zwigzku z tym otrzymujemy nie tylko reakcje roztozone
W sposob ciagly wzdhuz krawedzi, lecz takze reakcje skupione w narozach ptyty.
Reakcje ciagle 1 skupione zrownowazone sa obcigzeniem plyty. Stad wniosek, ze
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naroza ptyty maja tendencje¢ do podnoszenia si¢ pod wptywem danego obcigzenia
1, aby temu zapobiec, nalezy przylozy¢ sity skupione.

W. Nowacki [141] zauwaza, ze zastepcze sity poprzeczne dM,,s/ds sa rozto-
zone w sposob ciggly wzdhuz brzegu ciaglego, regularnego. W przypadku zatomu
w konturze ptyty otrzymujemy nieciagto$¢ zastgpczych sit poprzecznych. Ponie-
waz zwroty momentow skrecajacych w sasiedztwie naroza sg przeciwne, sity za-
stepcze w narozu maja jednakowy zwrot. W narozu powstaje sita skupiona

R=MY+MmP. (6.1)

Jesli naroze tworzy kat prosty, a brzegi sg prostoliniowe, to 015, = 051 1 Mg) =

Mgzl) = Mlz,takze

Reakcja ta moze by¢ dodatnia lub ujemna. Jesli ma warto$¢ dodatnia, dazy do
podniesienia ptyty z podpory. W tym przypadku nalezy ptyte w narozu zakotwié,
aby zado$¢ uczyni¢ zatozeniom (np. w przypadku swobodnego podparcia ptyty
przy zachowaniu warunku w = 0 rowniez i w narozu).

Jesli ptyta jest na brzegu, a rowniez i w narozu, zupehie utwierdzona, to R =
0, gdyz na brzegu znikaja momenty skrecajace. W narozu swobodnym powinien
by¢ spelniony warunek R = 0, a tym samym w, = 0.

Na ten aspekt zwraca rowniez uwage W. Starosolski [192], zaznaczajac, ze
w rzeczywisto$ci obcigzenia dziatajace na krawedz ptyty oraz potaczenia kon-
strukcyjne uniemozliwiaja w przewazajacej liczbie przypadkdéw uniesienie narozy.
Efektem tego dzialania jest pojawienie si¢ w narozu oddziatywania dociskajacego
ptyte do podpory. To skoncentrowane oddziatywanie powoduje powstanie w na-
rozu momentow zginajacych.

Podobng obserwacje opisano w [194]. W narozach ptyt prostokatnych dziata-
nie momentow skrecajacych sumuje sig, zamiast znosic (poniewaz My, = M),
wytwarzajac dodatkowa site w narozniku. Jesli nie zapewniono zakotwienia, sity
skupione w naroznikach mogg podnosi¢ narozniki plyty. Poniewaz stan taki jest
niepozadany, nalezy go unikaé, przytrzymujac krawedzie swobodnie podpartych
plyt.

Gdy dwie sasiednie krawedzie sa zamocowane, dodatkowa sita w narozniku
wynosi zero, poniewaz wzdhuz tych krawedzi nie wystgpuje moment skrecajacy.
Podobnie jest na przecigciu krawedzi swobodnych.

Mowi sig, ze stan napr¢zenia w ptycie ma osobliwo$¢ w punkcie (xg, yo), gdy
jakakolwiek sktadowa naprezenia w tym punkcie staje si¢ nieskonczenie wielka.
W niektorych przypadkach moze powstawaé osobliwos¢ w narozu plyty, nieza-
leznie od rozktadu obcigzenia na powierzchni ptyty [205].

W przedstawionych przyktadach plyt o krawedziach zamocowanych, np. ptyty
wspornikowej, sytuacja taka ma miejsce. W narozach plyty obserwuje si¢ powsta-
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wanie lokalnych skokow wartosci ugigcia i uogélnionych sit wewnetrznych. Po-
nadto zauwaza si¢ ich wptyw na wielkos$ci obliczone na krawedzi zamocowane;.
W przypadku ptyty wspornikowej powyzsze mozna uzasadni¢ tym, ze w punkcie
naroznikowym jednoczes$nie spetniamy warunki brzegowe dla krawedzi zamoco-
wanej 1 swobodne;j.

Oprocz reakcji o funkcyjnym rozkladzie wzdhuz brzegéw plyt prostokatnych,
wystepuja takze sity skupione naroznikowe [205, 96].

W Rozprawie Doktorskiej nieskonczony uktad réwnan brzegowych rozwia-
zuje si¢ w sposob przyblizony (dla zadanej z gory liczby aproksymacji K), ogra-
niczajac liczbe rownan i niewiadomych. Nastepnie na podstawie wzoru (5.18),
znajdujemy ugiecie ptyty, co pozwala wyznaczy¢ juz wszystkie uogélnione sity
wewngtrzne. Trzeba jednak stwierdzi¢, ze zbiezno$¢ szeregdw wyrazajacych owe
sity wewnetrzne jest — zwlaszcza w poblizu brzegdw — bardzo staba. Dlatego tez
po obliczeniu niewiadomych z uktadu réwnan zaleca si¢ wyraza¢ ugiecie i uogol-
nione sity wewngtrzne za pomocg pojedynczych szeregéow. Staba zbiezno$¢ try-
gonometrycznych szeregow podwodjnych wynika m.in. stad, ze zadna z funkcji
sktadajacych si¢ na szereg nie spetnia ani rownania rézniczkowego, ani warunkow
brzegowych [96].

W ksigzce [194] wskazuje si¢, ze doktadne rozwigzanie réwnania podstawo-
wego zginania plyt dla niesymetrycznego obciazenia i warunkow brzegowych jest
niezwykle zmudne lub w wielu przypadkach niemozliwe do uzyskania. Jednak
w przypadku symetrycznych warunkow brzegowych rozwigzanie dla niesyme-
trycznego obcigzenia czesto mozna uzyskac, dokonujac podziatu obcigzenia na
czgsci symetryczng i antysymetryczna.

Zgodnie ze spostrzezeniami zawartymi w [194] ugigcie ptyty wyrazone po-
przez nieskonczone szeregi jest generalnie szybkozbiezne, zatem zadowalajaca
doktadnos¢ mozna uzyskaé, biorac pod uwage tylko kilka pierwszych wyrazow
tych szeregow. Zbiezno$¢ rozwigzania jest jednak staba w sgsiedztwie sit sku-
pionych (do ktérych zaliczamy reakcje w naroznikach ptyty). Poniewaz sily we-
wngetrzne sg otrzymywane w drugiej i trzeciej pochodnej ugiecia w(xq, x5), pewna
utrata doktadnosci w tym procesie jest nieunikniona. Efekt ten, w postaci wspo-
mnianych ,,znieksztatcen”, jest widoczny na otrzymanych wykresach poszukiwa-
nych wielko$ci. Im wyzszy rzad pochodnych czastkowych, tym wigksze skoki
wartosci w poblizu naroznika ptyty. O ile funkcje ugiecia i katéw obrotu ptyty
majg ,,gladki” przebieg, to juz na wykresach momentéw i uog6lnionych sit tna-
cych widoczne sg skoki tych wielkosci.

Chociaz zbiezno$¢ nieskonczonych szeregéw sit wewnetrznych nie jest tak
szybka w poblizu krawedzi, wyniki sg akceptowalne, poniewaz doktadno$¢ roz-
wigzania mozna poprawic, biorgc pod uwage wigcej wyrazow [194].

Przedstawione w Rozprawie Doktorskiej wyniki uzyskano dla wartosci liczby
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aproksymacji rozwigzania réwnej odpowiednio K = 3 dla przypadkéw syme-
trycznych oraz K = 7 dla przypadkow niesymetrycznych.

Nalezy jednak zauwazy¢, ze wraz ze wzrostem K, zwigksza si¢ liczba punktow,
w ktorych spetniane sg warunki brzegowe. Zbyt duze zageszczenie tych punktow
réwniez wywotuje skoki wartosci na krawedziach.

W przypadku ptyty dwuskltadnikowej widzimy, ze dla wszystkich podanych
wariantow, warunki idealnego kontaktu mechanicznego spetniaja si¢ $cisle.

Zaproponowana implementacja modelu obliczeniowego zapewnia duza mo-
dularnos¢ programu. Ulatwia to testowanie m.in. przy pomocy testow jednost-
kowych, profilowanie majace na celu badanie wykorzystania pamig¢ci programu,
czgstosci wywotywania i czasu wykonywania poszczegolnych funkcji w celu po-
réownania efektywnosci do innych metod i programow. Modularno$¢ programu po-
zwala rowniez na zorganizowanie jego struktury w sposob odpowiadajacy typowe;j
budowie programéw CAE (ang. computer aided engineering), ktéra zazwyczaj
podzielona jest na trzy czesci — Preprocessing, Processsing oraz Postprocessing.

Wykorzystanie wieloparadygmatowego jezyka programowania jakim jest Py-
thon umozliwia ponadto zaprogramowanie kazdego z moduldw przy zastosowa-
niu innego paradygmatu programowania, w taki sposob, aby wzorzec naturalnie
pasowat do danej czgsci. Przyktadowo modut Preprocessing warto zrealizowaé
przy pomocy programowania obiektowego, w ktorym poszczegolne elementy mo-
delu geometrycznego realizowane sg za pomocg wspotpracujacych ze sobg obiek-
tow. Przyktad takiej implementacji zawiera Dodatek A.3. Zataczony program do
rozwiazania plyty trojkatnej moze zosta¢ wykorzystany do rozwigzania dowolne;j
ptyty wielokatne;.

Model geometryczny w programie zrealizowany zostal za pomoca klasy
Model. Sktada si¢ z weztow brzegowych (boundary_nodes) oraz wezldw powierzch-
niowych (surface_nodes). Klasa udostgpnia metody stuzace do dodawania weztow
do modelu (add_node()) oraz do sprawdzania poprawnosci modelu (validate()).
Metoda ta sprawdza czy liczba wezlow jest zgodna z liczba niewiadomych
wchodzacych do modelu. Poza tym w obrebie klasy zdefiniowane sg nastepujace
wlasciwosci: WSp(’)h‘Zane WQZléW brzegowych (coor‘ds_of_boundar‘y_nodes),
wspotrzedne wezldéw powierzchniowych (coords_of_surface_nodes), liczba
weztow brzegowych (number_of_boudary_nodes) oraz liczba weztéw powierzchnio-
wych (number_of_surface_nodes).

Budowa modelu geometrycznego sprowadza si¢ do dodania dwoch typow we-
ztow: brzegowych — tworzonych za pomoca klasy BoundaryNode oraz powierzchnio-
wych — tworzonych za pomoca klasy surfaceNode. Obie te klasy dziedzicza po kla-
sie Node, ktora udostgpnia wlasciwos$¢ coords, stuzaca do uzyskania wspotrzednych
wezlow. Klasa BoundaryNode umozliwia ustawienie w zadanym wezle (lub weztach)
warunku brzegowego (set_bc()) oraz mozliwo$¢ jego odczytania (get_bc()). Klasa
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SurfaceNode udostgpnia natomiast metody shuzace do ustawienia wartosci obcigze-
nia w wezle (lub weztach) powierzchniowych.

Wezty brzegowe i powierzchniowe moga by¢ wybrane na rézne sposoby, np.
wezytane z plikow DXF (rys. A.1) lub wygenerowane przez program. W pro-
gramie zaimplementowano mozliwo$¢ automatycznego wygenerowania weztow
brzegowych poprzez podziat krawedzi ptyty wielokatnej na okreslong liczbe od-
cinkow. Plyte definiuje sie poprzez wspotrzedne jej wierzchotkow. W przypadku
plyty tréjkatnej z Dodatku A.3 narozniki ptyty okreslaja punkty

pl = (3.0, -3.0)
p2 = (0.0, 3.0)
= (-3.0, -3.0)

Na podstawie tych punktow tworzymy obiekty krawedzi za pomocg klasy Edge
poprzez podanie punktu poczatkowego, koncowego, oraz liczby odcinkow.

el = Edge(pl, p2, segments=37)
e2 = Edge(p2, p3, segments=37)

3 e3 = Edge(p3, pl, segments=35)

Liczba odcinkow (segments) okre§la liczbe réwnomiernie rozmieszczonych
wezlow na danej krawedzi. Klasa edge udostgpnia takie wlasciwosci jak: punkty
(points) — liste wspotrzednych wezlow wygenerowanych za pomocg metody
split(segments), wspoOlrzedne wezta srodkowego (mid_point), kat nachylenia
normalnej krawedzi 1 do osi Ox; (alpha) wyrazony w radianach oraz ww. kat
wyrazony w stopniach (alpha2deg).

Nastepnie okreslamy warunki brzegowe w poszczegolnych weztach brzego-
wych. Dla plyty trojkatnej swobodnie podpartej w naroznikach p1, p2, p3 usta-
wiamy warunki brzegowe dla ugiecia w oraz momentoéw zginajacych M,, wzgle-
dem normalnych dla przyleglych do danego wezta krawedzi:

cl = BoundaryNode(p1)
cl.set_bc("w")

3 cl.set_bc("M_n", el.alpha)

cl.set_bc("M_n", e3.alpha)

s c2 = BoundaryNode(p2)

c2.set_bc("w")
c2.set_bc("M_n", el.alpha)
c2.set_bc("M_n", e2.alpha)

c3 = BoundaryNode(p3)

> c3.set_bc("w")
3 c3.set_bc("M_n", e2.alpha)

c3.set_bc("M_n", e3.alpha)

w punktach srodkowych krawedzi warunki brzegowe dla ugigcia:

sl = BoundaryNode(el.mid_point)
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sl.set_bc("w")

s2 = BoundaryNode(e2.mid_point)
s2.set_bc("w")

s3 = BoundaryNode(e3.mid_point)
s3.set_bc("w")

a w rownomiernie rozmieszczonych punktach na krawedzi warunki brzegowe dla
ugiecia i momentow zginajacych:
nl = BoundaryNode(el.points)

nl.set_bc("w"
nl.set_bc("M_n", el.alpha)

n2 = BoundaryNode(e2.points)
n2.set_bc("w")
n2.set_bc("M_n", e2.alpha)

n3 = BoundaryNode(e3.points)
n3.set_bc("w"
n3.set_bc("M_n", e3.alpha)

W przypadku warunkow brzegowych dla momentoéw zginajacych m_n podano row-
niez katy nachylenia normalnych do krawedzi, na ktorej znajduja si¢ te wezty.

W weztach powierzchniowych okreslamy warto$¢ obcigzenia. W podanym
przyktadzie do kazdego wezla przyktadamy obciazenie o wartosci qg.

surface_nodes = SurfaceNode(points)
surface_nodes.load = q_©0

Tak zdefiniowane wezty brzegowe i powierzchniowe dodajemy do modelu:

model = Model()

3 model.add_node(c1)

model.add_node(c2)
model.add_node(c3)

model.add_node(s1)
model.add_node(s2)
model.add_node(s3)

model.add_node(nl)

> model.add_node(n2)
3 model.add_node(n3)

model.add_node(surface_nodes)

Przed przystapieniem do obliczen mozemy sprawdzi¢ poprawnos¢ modelu po-
przez wywolanie metody model.validate().
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Cze$¢ obliczeniowg odpowiadajacg Processingowi zrealizowano w sposdb
mozliwie jak najbardziej odpowiadajacy funkcyjnemu paradygmatowi pro-
gramowania, w ktorym definiujemy, co trzeba wykona¢, a nie w jaki sposob
(patrz: implementacja funkcji calc). PodejScie to jest odmiang programowania
deklaratywnego. Podobnie jak w funkcyjnych jezykach programowania potozono
nacisk na niezmienno$¢ danych oraz na to, aby raz zdefiniowana funkcja
zwracala zawsze t¢ samg wartos¢ dla danych wartosci argumentow, tak jak
funkcje matematyczne. Wykorzystano tez domknigcia wystepujace glownie
w jezykach funkcyjnych, poniewaz w Pythonie mozna tworzy¢ funkcje, ktore
zwracajg inne funkcje (tzw. funkcje wyzszego rzedu), wykorzystujace zmienne
utworzone lokalnie. Jest to mozliwe, poniewaz funkcje sa w Pythonie obiektami
pierwszoklasowymi.

Odpowiednikiem Postprocessingu w autorskim programie komputerowym
jest mozliwo$¢ wyswietlenia i zapisania wynikow w formie graficznej. Z uwagi
na duzg wszechstronno$¢ biblioteki Matplotlib wykorzystanej do tego celu,
mozliwo$ci te moga by¢ dostosowywane odpowiednio do potrzeb. W programie
zaimplementowano mozliwo$¢ reprezentacji wynikéw graficznych w trzech
wariantach:

1. 2D — Wykres konturowy (warstwicowy),

2. 3D — Wykres przestrzenny danej wielkosci,

3. 4D — Wykres przestrzenny ugigcia ptyty z nalozonym konturowym wykre-
sem danej wielkosci, w formie odpowiadajacej domyslnym wykresom gene-
rowanym przez program ABAQUS. Wykresy tego typu zostaty przedstawione
w Dodatku B.

Wyniki uzyskane dla symetrycznych przypadkoéw plyt prostokatnych (SSSS,
SCSC, SFSF, CCCC, CFCF) obliczone przy pomocy modelu niesymetrycznego
sa doktadnie takie jak uzyskane modelem symetrycznym.

Stad wniosek, ze w typowych zastosowaniach mozna wykorzystywac wariant
niesymetryczny, jako uniwersalny model obliczeniowy, niezalezny od konfigura-
cji plyty. Wariant symetryczny moze by¢ natomiast przydatny w tych rozwigzy-
waniach problemow symetrycznych, dla ktorych istotne jest ograniczenie operacji
obliczeniowych, dla uzyskania wyzszej wydajno$ci i mniejszego zuzycia pamigci.



7. Podsumowanie i wnioski

W Rozprawie Doktorskiej wyrdznia si¢ trzy zasadnicze czesci: model oblicze-
niowy konstrukcji ptytowej, metode rozwigzywania konstrukcji i analiz¢ rezulta-
tow.

7.1. Model obliczeniowy

Wprowadzono pojecia i podano definicje ptyty podstawowej i makroelementu
konstrukcji ptytowe;.

Plyta podstawowa rozni si¢ od zwyklej plyty prostokatnej tym, ze zawiera
w sobie ptyte rzeczywista z wyr6éznionym konturem.

Makroelement ptytowy jest obiektem dyskretnym. Przestrzen miedzy
zewnetrznym 1 wewnetrznym konturem makroelementu nie jest wypetniona.
Natomiast sama ptyta jest obiektem ciaglym, co automatycznie zapewnia cigglosé
przemieszczen, odksztalcen i naprezen w kazdym punkcie ptyty.

Na podstawie tych definicji zbudowano model obliczeniowy cienkosciennych
konstrukcji ptytowych, ktory opiera si¢ na $cistym rozwigzaniu podstawowego
réwnania teorii zginania plyt i zawiera funkcje stanu naprezen i przemieszczen,
a takze wezly powierzchniowe i brzegowe.

Makroelement ptytowy jest najbardziej istotnym elementem modelu.
Jest sumg zbiorow plyty rzeczywistej z natozonymi na jej kontur weztami
stacjonarnymi i konturu podstawowego z punktami glownymi na jego osiach
symetrii geometryczne;j.

Osie symetrii prostokata sa gtdwnymi osiami makroelementu i plyty wlaczonej
w makroelement. Na brzeg ptyty natozone sg wigzy w postaci warunkéw brzego-
wych, zapisanych w oddzielnych punktach krawedzi, zwanych weztami brzego-
wymi.

Obcigzenie zewngtrzne okresla si¢ tylko w oddzielnych punktach powierzchni
plyty, zwanych weztami powierzchniowymi, dla ktorych wykorzystuje si¢ wytacz-
nie wspotrzedne weztow, a nie ich numeracje. Wezly brzegowe i wezly powierzch-
niowe nie sg wierzchotkami elementéw skonczonych.

Funkcja stanu ugigcia jest suma catki ogdlnej rownania jednorodnego i calki
szczegodlnej rownania niejednorodnego. Catka ogdlna zadana jest w obszarze ptyty
podstawowej i jest poprawnie okre§lona dla ptyty dowolnej konfiguracji wiaczo-
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nej w makroelement. Catka og6lna okresla warunki rownowagi sit wewnetrznych

i wiezo6w natozonych na brzeg plyty, a caltka szczego6lna warunki réwnowagi re-

akcji wewnetrznych ptyty i obcigzenia przytozonego w kazdym wezle powierzch-

niowym. Catke szczegdlng okresla si¢c w obrgbie plyty rzeczywistej i zalezy od
konfiguracji ptyty i sposobu przytozenia obcigzania. Catke ogdlng wyraza si¢ po-
przez funkcje ksztattu ugiecia ptyty. Wspotczynniki przy tych funkcjach pozwalaja
spetni¢ warunki brzegowe w kazdym wezle na brzegu ptyty, a wspotczynniki przy
funkcjach obcigzeniowych okreslaja obcigzenie w wezlach powierzchniowych.

Poniewaz liczba wspolczynnikow jest dowolna, to wszystkie warunki brzegowe

i warunki na powierzchniach ptyty moga by¢ spetnione z zadang doktadnoscia.
Funkcje stanu, jako element modelu obliczeniowego, s3 wigc wyrazeniami na

ugiecie, przemieszczenia poziome, momenty, silty tngce i uogoélnione sity tnace

(5.21-5.22). Kazda funkcja przedstawiana jest jako nieskonczona suma funkcji

ksztattu pomnozonych przez nieznane wspotczynniki Ry, 1 funkcji obcigzenio-

wych pomnozonych przez inne nieznane (niezalezne) parametry Ay, Bmn, itd.

Przy pomocy tych parametrow w kazdym wezle spetniane sg odpowiednio wa-

runki brzegowe i1 warunki na powierzchniach ptyty. Funkcje stanu ugiecia otrzy-

mano poprzez $ciste rozwigzanie rownania rownowagi (4.43). Pozostate funkcje
stanu (5.19)-(5.22) otrzymano przy pomocy réozniczkowania automatycznego za-
implementowanego w autorskim programie obliczeniowym.

Przedstawiono dwa sposoby generowania weztow brzegowych, ktore dajg jed-
nakowe wyniki:

1. Réwnomierne rozmieszczenie wezldw na krawedziach ograniczonych punk-
tami naroznikowymi przy pomocy oprogramowania CAD, np. za pomocg po-
lecenia p1vibe w programie AutoCAD. Wadg tej metody jest trudno$¢ okresle-
nia liczby weztow brzegowych na kazdej krawedzi ptyty o skomplikowanym
ksztalcie.

2. Rownomierne rozmieszczenie punktow wyjsciowych na gldéwnych osiach ma-
kroelementu. Wprowadza si¢ dwa zbiory punktow wyjsciowych, roztozone
w okreslonych granicach. Na podstawie rozktadu punktow wyjsciowych gene-
ruje si¢ wezty krawedziowe i1 naroznikowe ogolnie nazwane weztami brzego-
wymi. Na podstawie weztéw brzegowych generuje si¢ wezly powierzchniowe.
Taki sposob generowania weztow jest niezalezny od konfiguracji ptyty, lecz
ma pewne wady:

a) rozktad wezlow brzegowych staje si¢ nierownomierny,

b) mozliwe jest powstanie podwojnych weztow brzegowych.

Na przyktadzie ptyty trojkatnej pokazano, ze te dwa sposoby daja jednakowe
wyniki obliczeniowe. Zeby usunaé wady obu sposoboéw zaproponowano ich pot-
czenie: generacja weztow odbywa si¢ wedlug drugiego sposobu, a ich rozktad na
krawedziach zgodnie z pierwszym.
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7.2. Metoda rozwiagzywania konstrukcji

W ramach modelu opracowano metode rozwigzywania cienkich plyt izotropo-
wych dowolnej konfiguracji, ktora sprowadza rozwigzanie plyty do rozwiazania
uktadu rownan liniowych algebraicznych (kinematycznych i statycznych) zapisa-
nych w oddzielnych weztach na brzegu ptyty. Podobnie jak w Metodzie Elemen-
tow Skonczonych opracowana metoda $cisle spetnia jednorodne réwnanie rowno-
wagi, ale liczba tych rownan jest istotnie mniejsza niz w MES.

Réwnanie niejednorodne spelniane jest w oddzielnych weztach na po-
wierzchni ptyty metoda kolokacji granicznej, jako warunki rownowagi reakcji
wewngtrznych pltyty z obcigzeniem zewnetrznym okreslonym w zadanych
weztach.

W ramach modelu obliczeniowego opracowana zostala metoda rozwigzywa-
nia konstrukcji ptytowych. Istota tej metody polega na:

1. Okresleniu konfiguracji ptyty wilaczonej w obszar makroelementu przez
wspoélrzedne jej wierzchotkéw i wprowadzeniu ich do modelu obliczenio-
wego.

2. Generowaniu weztdw brzegowych i powierzchniowych.

3. Okresleniu catki szczegodlnej niejednorodnego rownania rownowagi tak, zeby
reakcja wewnetrzna ptyty w kazdym wezle powierzchniowym rownala si¢
wartosci obcigzenia w tym wezle.

4. Zbudowaniu uktadu réwnan brzegowych tak, zeby w kazdym wezle na brzegu
plyty funkcje stanu spelnialy warunki brzegowe.

5. Uzyskaniu wynikéw numerycznych w postaci wykreséw przestrzennych
i konturowych.

Opracowana metoda zaimplementowana zostata w formie programu kompu-
terowego, ktory wykonuje wszystkie operacje obliczeniowe: automatycznie gene-
ruje wezty, buduje i rozwigzuje uktad rownan i zwraca rezultaty w postaci wy-
kreséw przestrzennych i konturowych. Najlepsze wyniki uzyskano, gdy rozktad
weztow brzegowych jest rOwnomierny na kazdej krawedzi.

7.3. Oryginalne elementy pracy

Oryginalne elementy pracy obejmuja:

1. Model obliczeniowy wiclokatnej konstrukcji ptytowe;j,

2. Nowa, analityczno-numeryczng metod¢ rozwigzywania cienkosciennych,
wielokatnych ptyt izotropowych,

3. Autorski program komputerowy do rozwigzywania konstrukcji ptytowych,

4. Implementacj¢ automatycznego rozniczkowania (ang. automatic differentia-
tion, AD) w ww. programie,
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7.4. Zalety metody

5. Tworzenie weztow bezposrednio w programie lub przy pomocy zewnetrznych
programoéw komputerowych,

6. Mozliwo$¢ wezytania modelu geometrycznego z pliku DXF (np. utworzonego
w programie AutoCAD) do autorskiego programu obliczeniowego,

7. Analize wynikdw numerycznych.

7.4. Zalety metody

Opracowana w Rozprawie Doktorskiej metoda rozwigzywania cienkich, wie-
lokatnych ptyt izotropowych wyroznia sig:

1. Prostym podej$ciem do rozwiazania konstrukcji ptytowych,

2. Wigksza doktadnoscig i efektywnoscig rozwigzania w poréwnaniu z Metoda
Elementéw Skoniczonych,

3. Mozliwoscig spetnienia statycznych, kinematycznych i mieszanych warunkow
brzegowych,

4. Wysoka doktadnoscig i efektywnoscig obliczen,

5. Bezsiatkowym podejsciem do rozwigzania problemu,

6. Znacznie mniejszg liczbg operacji komputerowych i obliczeniowych dla mo-
delowania konstrukcji ptytowych, anizeli metody numeryczne,

7. Mozliwoscig okreslenia obcigzenia jako funkcji dwoch zmiennych.

Nie wymaga si¢ ponownego zageszczania siatki podziatu dla kazdej nowej
aproksymacji. Wystarczy tylko zwigkszenie parametru aproksymacji K, a pro-
gram automatycznie zwicksza liczb¢ weztdw brzegowych Iub dokonuje ich prze-
suni¢cia wzdtuz linii konturu. Nie wprowadza si¢ wezlow wewnetrznych w ply-
cie, a wiec przy tym samym stopniu doktadnosci metoda wykorzystuje znacznie
mniej weztdw niz MES. Nie dokonuje si¢ dyskretyzacji konstrukcji (podziatu na
oddzielne elementy skonczone) oraz agregacji zbioru elementéw skonczonych
w konstrukcje dyskretng. Wprowadza si¢ tylko globalny uktad wspolrzednych
zwiazany z makroelementem. Metoda nie wymaga tworzenia siatki powierzch-
niowej jak w metodzie elementow skonczonych (MES), ani siatki brzegowej jak
w metodzie elementow brzegowych (MEB). Metoda opiera si¢ na doktadnym roz-
wiazaniu rownan rownowagi, ktore jest nastepnie podstawiane do zdefiniowanych
uprzednio funkcji stanu i obliczane przy pomocy konwencji sumacyjnej Einsteina.

Metoda pozwala:

1. Otrzymaé¢ z wysoka doktadno$cig rozwigzanie niejednorodnego réwnania
rownowagi w oddzielnych weztach powierzchniowych, stosujac metode
kolokacji graniczne;.

2. Generowa¢ punkty wyjsciowe na osiach symetrii makroelementu tworzac na
ich podstawie wezty krawedziowe i naroznikowe na konturze plyty i auto-
matycznie zapisywaé w nich warunki brzegowe. Liczba weztow brzegowych
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1 powierzchniowych zawsze odpowiada liczbie nieznanych parametréw mo-
delu.

3. Rozwigza¢ uklad rdwnan brzegowych.

4. Dokona¢ obliczenia poszukiwanych wartosci.

5. Opracowa¢ wyniki.

7.5. Wady metody

Wady zaproponowanej metody to:

1. Nie moze by¢ bezposrednio stosowana do rozwigzywania zagadnien mecha-
niki pgkania.

2. Wymaga ulepszenia dla rozwigzywania plyt ograniczonych wieloma kontu-
rami.

3. Jak kazda metoda daje dobre wyniki dla plyt regularnych. Rozwigzania ptyt
nieregularnych otrzymuje si¢ z mniejszg doktadnoscia.
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Streszczenie

Modelowanie cienko$ciennych ukladéw plytowych
w ujeciu makroelementowym

mgr inz. Krystian Rosinski

Stowa kluczowe: model matematyczny, makroelement, analiza plyt, ptyta izotro-
powa, rozniczkowanie automatyczne

Opracowano nowe analityczno-numeryczne podej$cie do rozwigzania wielo-
katnych konstrukcji ptytowych w ujeciu makroelementowym. Zdefiniowano we-
zty brzegowe 1 powierzchniowe oraz dokonano ich analizy. Przedstawiono ory-
ginalng metode rozwiazywania zagadnien teorii plyt, zaimplementowana w au-
torskim programie obliczeniowym, przy pomocy ktdrego otrzymano rozwigzania
licznych przyktadow z wysokim stopniem doktadnosci i zbieznosci. Wiarygod-
nos¢ otrzymanych rezultatow potwierdzono ich niesprzecznoscig i porownaniem
z rezultatami uzyskanymi innymi metodami.






Abstract

Modeling of thin-walled plate systems with macroelement method

M.Eng. Krystian Rosinski

Keywords: mathematical model, macroelement, plate analysis, isotropic plate,
automatic differentiation

A new analytical and numerical approach to solving polygonal plate structures
in the macroelement approach was developed. Edge and surface nodes were de-
fined and analyzed. The paper presents an original method of solving the problems
of plate theory, implemented in the author’s computer program, with the help of
which solutions of numerous examples were obtained with high degree of accu-
racy and convergence. The reliability of the obtained results was confirmed by
their consistency and comparison with the results obtained with other methods.
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A. Implementacja algorytmu obliczen
A.1. Model symetryczny plyty prostokatnej

import argparse

from pathlib import Path

import autograd.numpy as np

from autograd import elementwise_grad as grad

import matplotlib.pylab as pylab

import matplotlib.pyplot as plt

from matplotlib import cm

from matplotlib.ticker import FormatStrFormatter, LinearLocator

params = {
"xtick.labelsize": 9,
"ytick.labelsize": 9,
"axes.titlesize": 14,
"axes.labelsize": 14,
"axes.labelpad": 14,
"font.size": 16,

}

pylab.rcParams.update(params)

parser = argparse.ArgumentParser()
parser.add_argument (
"bc", help="Boundary conditions using Reddy notation, e.g. SF"

)

parser.add_argument (
"--plot",
choices=["2D", "3D", "4D"],
default="3D",
help="Type of plot",

)

parser.add_argument (
"--save",
default=False,
action=argparse.BooleanOptionalAction,
help="Save plots to PDF",

)

args = parser.parse_args()
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46 # Dimensions
47 a_1 = 4.0 # m
48 a_2 2.0 #m
9 h = 0.2 #m

51 # Young's modulus
52 E = 3ele # Pa

53 # Poisson ratio
54 nu = 0.2

56 # Intensity of the load
57 q_0 = 10_000.00 # N

59 # Flexural rigidity of a plate
0 D = (E * h ** 3) / (12 * (1 - nu ** 2))

66 def a(s):

67 if s ==

68 return a_1

69 elif s ==

70 return a_2

71

72

73 def x(s):

74 def fn(x_1, x_2):
75 if s ==

76 return x_1
77 elif s ==

78 return x_2
79 return fn

82 def gamma(k, s):
83 return (k * np.pi) / a(s)

so def delta(k, s):
87 return ((2 * k - 1) * np.pi) / (2 * a(s))
88
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9o def kappa(k, p, s):

91 if p ==

92 return gamma(k, s)
93 elif p ==

94 return delta(k, s)

95
96
97 def T(k, p, s):

98 def fn(x_1, x_2):
99 return np.cos(kappa(k, p, s) * x(s)(x_1, x_2))
100 return fn

103 def T2(m, n, p, q):

104 def fn(x_1, x_2):
105 return T(m, p, 1)(x_1, x_2) * T(n, q, 2)(x_1, x_2)
106 return fn

100 def mult(f, C):

110 def fn(x_1, x_2):

111 return C * f(x_1, x_2)
12 return fn

115 def final(general_solution, particular_solution):
116 result = []

117 for f in general_solution:

118 result.append(f)

119 result.append(particular_solution)

120 return result

123 def Block(fs, pts):

124 x = pts[:, 0]

125 y = pts[:, 1]

126 m = x.size

127 n = len(fs)

128 block = np.zeros((m, n))
129 for i in range(n):

130 block[:, i] = fs[i](x, y)
return block

134 def calc(fs, R):

135 def fn(x_1, x_2):

136 A = np.array([f(x_1, x_2) for f in fs])
137 return np.einsum("ijk,i->jk", A, R)

138 return fn
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5 def phi_1(w):

def fn(x_1, x_2):

return grad(w, ©)(x_1, x_2)

return fn

def phi_2(w):
def fn(x_1, x_2):

return grad(w, 1)(x_1, x_2)

return fn

def M_11(w):
def fn(x_1, x_2):
return -D * (

grad(grad(w, 0), 0)(x_1, x_2)
+ nu * grad(grad(w, 1), 1)(x_1, x_2)

)

return fn

def M_22(w):
def fn(x_1, x_2):
return -D * (

grad(grad(w, 1), 1)(x_1, x_2)
+ nu * grad(grad(w, 0), 0)(x_1, x_2)

)

return fn

5 def M_12(w):

def fn(x_1, x_2):

return -D * (1 - nu) * grad(grad(w, 0), 1)(x_1, x_2)

return fn

def Q_1(w):
def fn(x_1, x_2):
return -D * (

grad(grad(grad(w, 0), 0), 0)(x_1, x_2)
+ grad(grad(grad(w, 0), 1), 1)(x_1, x_2)

)

return fn
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189

190 def Q_2(w):

191 def fn(x_1, x_2):

192 return -D * (

193 grad(grad(grad(w, 0), 0), 1)(x_1, x_2)
194 + grad(grad(grad(w, 1), 1), 1)(x_1, x_2)
195 )

196 return fn

197

198

199 def V_1(w):

200 def fn(x_1, x_2):

201 return -D * (

202 grad(grad(grad(w, 0), 0), 0)(x_1, x_2)
203 + (2 - nu) * grad(grad(grad(w, 0), 1), 1)(x_1, x_2)
204 )

205 return fn

206

207

208 def V_2(w):

209 def fn(x_1, x_2):

210 return -D * (

211 grad(grad(grad(w, 1), 1), 1)(x_1, x_2)

212 + (2 - nu) * grad(grad(grad(w, @), 0), 1)(x_1, x_2)
213 )

214 return fn

215

216

217 # ===============

218 # Shape functions

219 # ===============

220
221 # Base functions of the solution
22 def B(k, p, s, ni):

223 def fn(x_1, x_2):

224 if ni == 1:

225 return np.cosh(kappa(k, p, 3 - s) * x(s)(x_1, x_2))
226 elif ni == 2:

227 return (x(s)(x_1, x_2) / a(s)) * (

228 np.sinh(kappa(k, p, 3 - s) * x(s)(x_1, x_2))

229 )

230 return fn

231
233 # Shape functions

234 def W(k, p, s, ni):

235 def fn(x_1, x_2):

236 return B(k, p, s, ni)(x_1, x_2) * T(k, p, 3 - s)(x_1, x_2)
237 return fn

38
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239

240 def shape_functions(K):

241 result = []

242 for k in range(1, K + 1):

243 for p in range(1l, 3):

244 for s in range(1, 3):
245 for ni in range(1, 3):
246 result.append(W(k, p, s, ni))
247 return result

248

249 # ===============

250 # Force functions

251 #il===============

253 def force_functions(m, n, p, q):
254 return T2(m, n, p, q)

256

257 HERET

258 # Build model

259 # ===========

260

261 W_g = shape_functions(_K)

262 W_p = force_functions(1l, 1, 2, 2)
263

264 # ================

265 # General solution

266 # ================

267

268 # Calculate derivatives of shape function
209 U_g = [phi_1(f) for f in W_g]

270 V_g = [phi_2(f) for f in W_g]

271 X_g = [M_11(f) for f in W_g]

272 Y_g = [M_22(f) for f in W_g]

273 Z_g = [M_12(f) for f in W_g]

274 G_g = [Q_1(f) for f in W_g]

275 H_g = [Q_2(f) for f in W_g]

276 K_g = [V_1(f) for f in W_g]

277 L_g = [V_2(f) for f in W_g]

278

279 HEE e e

280 # Particular solution

281 # ===================

282

283 # Calculate derivatives of force function
284 U_p = phi_1(W_p)

285 V_p = phi_2(W_p)

286 X_p = M_11(W_p)

287 Y_p = M_22(W_p)

288 Z_p = M_12(W_p)
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289 G_p = Q_1(W_p)

290 H_p = Q_2(W_p)

201 K_p = V_1(W_p)

29 L_p = V_2(W_p)

293

294 C =90 / (D * (delta(l, 1) ** 2 + delta(1, 2) ** 2) ** 2)
295

296 W_s = mult(W_p, C)

297 U_s = mult(U_p, C)

2098 V_s = mult(V_p, C)

299 X_s = mult(X_p, C)

00 Y_s = mult(Y_p, C)

301 Z_s = mult(Z_p, C)

30 G_s = mult(G_p, C)

303 H_s = mult(H_p, C)

34 K_s = mult(K_p, C)

305 L_s = mult(L_p, C)

06

07 HEE e e =

08 # Final solution

09 # ==============

10

311 W = final(W_g, W_s)

2 U= final(U_g, U_s)
313V = final(V_g, V_s)
314 X = final(X_g, X_s)

15 Y = final(Y_g, Y_s)
316 Z = final(Z_g, Z_s)
317 G = final(G_g, G_s)
318 H = final(H_g, H_s)

19 K = final(K_g, K_s)
320 L = final(L_g, L_s)
321

22 # ===================
23 # Boundary conditions
24 # ===================

326 # Shape of blocks
327 m = len(W)
28 n o= 2 * K

# Initial points
p_1 = np.linspace(@, a_1, n)
p_2

= np.linspace(®, a_2, n)

= np.full(n, a_1)
= np.full(n, a_2)

N
N P

337 P_1 = np.column_stack((q_1, p_2))
338 P_2 = np.column_stack((p_1, q_2))
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340 P =

341 P =

342

343 bc =

344

345 bc2fn = {
346 "C-0":
347 "C-1":
348 "S-0":
349 "S-1":
350 "F-0":
351 "F-1":
352 }

354 BC = []

355 for 1, j in enumerate(bc):
k = f"{j}-{i % 2}"

)

380

381
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A
#
3 b
#
R
R

I
x_
X_
X
#
w

np.array([P_1, P_2])
np.repeat(P, 2, axis=0)

list(args.

[W,
[w,
[W,
[W,
[x,
Ly,

bc)

ul,
vl,
X1,
Y1,
K1,
L1,

BC += bc2fn[k]

blocks =

for i in range(len(BC)):

# Augmented matrix

np.vstack(blocks)
# Coefficient matrix
M[:,
Column vector of constant terms
M[:,
Solve a linear matrix equation
np.linalg.solve(A,
np.append(R, 1)

M

Pr
1
2
1;

blocks.append(Block(BC[i], P[i]))

:-1]

_1]

epare points for calculating the values in them

= np.linspace(-a_1, a_1,
= np.linspace(-a_2, a_2, num=51)
np.meshgrid(x_1, x_2)

The deflection of the plate
calc(W, R)(X_1, X_2)

X_2
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def plot_results(x_1, x_2, x_3, fname=None):
if args.plot == "2D":
fig, ax = plt.subplots()
ax.set_xlabel("$x_1%")
ax.set_ylabel("$x_2%")
surf = ax.contourf(
x_1, x_2, x_3, cmap=cm.coolwarm,
)
fig.colorbar(surf, shrink=0.5)
plt.axis("scaled")
plt.tight_layout()
elif args.plot == "3D":

fig, ax = plt.subplots(subplot_kw={"projection":

ax.set_xlabel("$x_1%$")
ax.set_ylabel("$x_2%$")
surf = ax.plot_surface(

x_1,

X_2,

X_3,

cmap=cm.coolwarm,

linewidth=0,

antialiased=True,
)
ax.set_xticks(np.linspace(-a_1, a_1,
ax.set_yticks(np.linspace(-a_2, a_2,
ax.set_zticks([])
ax.set_zlim(ax.get_zlim()[::-1])

ax.set_box_aspect((a_1 / a_2, a_2 / a_2, 0.5))

antialiased=True

5))
5))

"3d"})

boundaries = np.linspace(np.min(x_3), np.max(x_3), 10)

fig.colorbar(surf, shrink=0.5, boundaries=boundaries, pad=0.1)

plt.tight_layout()
elif args.plot == "4D":

fig, ax = plt.subplots(subplot_kw={"projection":

ax.set_xlabel("$x_1%")
ax.set_ylabel("$x_2%")

sm = plt.cm.ScalarMappable(cmap=cm.coolwarm)

fcolors = sm.to_rgba(x_3)

surf = ax.plot_surface(
x_1,
X_2,
W}
facecolors=fcolors,
cmap=cm.coolwarm,
linewidth=0,
antialiased=True,

)

ax.azim = 220

ax.elev = 40

ax.set_xticks(np.linspace(-a_1, a_1,
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ax.
ax.

set_yticks(np.linspace(-a_2, a_2, 5))
set_zticks([])

ax.set_zlim(ax.get_zlim()[::-1])
ax.set_box_aspect((a_1l / a_2, a_2 / a_2, 0.5))
boundaries = np.linspace(np.min(x_3), np.max(x_3), 10)
fig.colorbar(surf, shrink=0.5, boundaries=boundaries, pad=0.1)
plt.tight_layout()
if args.save:
plt.savefig(f"plots/{fname}.pdf", bbox_inches="tight")
else:
plt.show()

if args.save:

print('Saving results in the "plots" directory...')

Path("plots").mkdir(parents=True, exist_ok=True)
for (id, fs) in [

("W, W),

("u", U,

("v", V),

("X", X),

("Y", Y),

("z", z),

("G"1 G)}

("H", H),

("K", K),

("L"’ L))
1:

fname = f"{args.bc}-{args.plot}-{id}"

X_3 = calc(fs, R)(X_1, X_2)

plot_results(X_1, X_ 2, X_3, fname)
print("Done!")
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A.2. Model niesymetryczny plyty prostokatnej

import argparse

from pathlib import Path

import autograd.numpy as np

4 from autograd import elementwise_grad as grad

SR

6 import matplotlib.pylab as pylab

7 import matplotlib.pyplot as plt

g8 from matplotlib import cm

9 from matplotlib.ticker import FormatStrFormatter, LinearLocator

11 params = {

12 "xtick.labelsize": 9,
13 "ytick.labelsize": 9,
14 "axes.titlesize": 14,
15 "axes.labelsize": 14,
16 "axes.labelpad": 14,
17 "font.size": 16,

18 }

20 pylab.rcParams.update(params)

22 parser = argparse.ArgumentParser()
23 parser.add_argument(

24 "bc", help="Boundary conditions using Reddy notation, e.g. CSFS"
25 )

26 parser.add_argument(

27 "--plot",

28 choices=["2D", "3D", "4D"],

29 default="3D",

30 help="Type of plot",

31 )

32 parser.add_argument(

33 "--save",

34 default=False,

35 action=argparse.BooleanOptionalAction,
36 help="Save plots to PDF",

37 )

33 args = parser.parse_args()

39

40 # ==========

41 # Parameters

42 # ==========

44 # Number of approximations of the solution
45 K =7

46

47 # Dimensions

4 a1l =4.0 #m
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52 # Young's modulus
53 E = 3ele # Pa

54 # Poisson ratio
55 nu = 0.2

57 # Intensity of the load
58 q_0 = 10_000.00 # N

60 # Flexural rigidity of a plate
60 D = (E * h ** 3) / (12 * (1 - nu ** 2))

63 # ================

64 # Helper functions

65 # ================

66

o7

68 def a(s):

69 if s ==

70 return a_1

71 elif s ==

72 return a_2

73

74

75 def x(s):

76 def fn(x_1, x_2):
77 if s ==

78 return x_1
79 elif s ==

80 return x_2
81 return fn

s4 def gamma(k, s):
85 return (k * np.pi) / a(s)

s def delta(k, s):

89 return ((2 * k - 1) * np.pi) / (2 * a(s))
90

91

92 def kappa(k, p, s):

93 if p==1 or p == 3:

94 return gamma(k, s)
95 elif p == 2 or p == 4:
96 return delta(k, s)

97
98
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99 def T(k, p, s):
100 def fn(x_1, x_2):
101 if p == 1 or p == 2:

102 return np.cos(kappa(k, p, s) * x(s)(x_1, x_2))
103 elif p == 3 or p == 4:

104 return np.sin(kappa(k, p, s) * x(s)(x_1, x_2))
105 return fn

106
107
108 def T2(m, n, p, q):

109 def fn(x_1, x_2):
110 return T(m, p, 1)(x_1, x_2) * T(n, q, 2)(x_1, x_2)
11 return fn

112

114 def mult(f, C):

115 def fn(x_1, x_2):
116 return C * f(x_1, x_2)
117 return fn

120 def final(general_solution, particular_solution):

121 result = []

122 for f in general_solution:

123 result.append(f)

124 result.append(particular_solution)
125 return result

128 def Block(fs, pts):

129 x = pts[:, 0]

130 y = pts[:, 1]

131 m = Xx.size

132 n = len(fs)

133 block = np.zeros((m, n))

134 for i in range(n):

135 block[:, i] = fs[i](x, y)
136 return block

139 def calc(fs, R):

140 def fn(x_1, x_2):

141 A = np.array([f(x_1, x_2) for f in fs])

142 return np.einsum("ijk,i->jk", A, R)

143 return fn

144

145

146 FHEEE R e e e e e e e e

147 # Relations known from theory of thin isotropic plates
148 e e e e e e e e e e e
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149
50
51

9
SR

1
1
1
1
154
1
1
1
1

159
160
161

162
163
164
165
166
167
168
169
170
171

172
173
174
175
176
177
178
179
180
181

182
183
184
185
186
187
188
189
190
191
192
193
194
195
196
197

198
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def phi_1(w):
def fn(x_1, x_2):

return grad(w, 0)(x_1, x_2)

return fn

def phi_2(w):
def fn(x_1, x_2):

return grad(w, 1)(x_1, x_2)

return fn

def M_11(w):
def fn(x_1, x_2):
return -D * (

grad(grad(w, 0), 0)(x_1, x_2)
+ nu * grad(grad(w, 1), 1)(x_1, x_2)

)

return fn

def M_22(w):
def fn(x_1, x_2):
return -D * (

grad(grad(w, 1), 1)(x_1, x_2)
+ nu * grad(grad(w, 9), 0)(x_1, x_2)

)

return fn

def M_12(w):
def fn(x_1, x_2):

return -D * (1 - nu) * grad(grad(w, 0), 1)(x_1, x_2)

return fn

def Q_1(w):
def fn(x_1, x_2):
return -D * (

grad(grad(grad(w, 0), 0), 0)(x_1, x_2)
+ grad(grad(grad(w, 0), 1), 1)(x_1, x_2)

)

return fn

def Q_2(w):
def fn(x_1, x_2):
return -D * (
grad(grad(grad(w, ©0),

0), 1)(x_1, x_2)
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199 + grad(grad(grad(w, 1), 1), 1)(x_1, x_2)
200 )
201 return fn

204 def V_1(w):

205 def fn(x_1, x_2):

206 return -D * (

207 grad(grad(grad(w, @), 0), 0)(x_1, x_2)

208 + (2 - nu) * grad(grad(grad(w, 0), 1), 1)(x_1, x_2)
209 )

210 return fn

213 def V_2(w):

214 def fn(x_1, x_2):

215 return -D * (

216 grad(grad(grad(w, 1), 1), 1)(x_1, x_2)
217 + (2 - nu) * grad(grad(grad(w, 0), 0), 1)(x_1, x_2)
218 )

219 return fn

220

221

27 # ===============

23 # Shape functions

224 # ===============

26 # Base functions of the solution
27 def B(k, p, s, ni):

228 def fn(x_1, x_2):

229 if ni ==

230 return np.cosh(kappa(k, p, 3 - s) * x(s)(x_1, x_2))
231 elif ni == 2:

232 return (x(s)(x_1, x_2) / a(s)) * (

23 np.sinh(kappa(k, p, 3 - s) * x(s)(x_1, x_2))

234 )

235 elif ni == 3:

236 return np.sinh(kappa(k, p, 3 - s) * x(s)(x_1, x_2))
237 elif ni == 4:

238 return (x(s)(x_1, x_2) / a(s)) * (

239 np.cosh(kappa(k, p, 3 - s) * x(s)(x_1, x_2))

240 )

241 return fn

244 # Shape functions
245 def W(k, p, s, ni):

246 def fn(x_1, x_2):
247 return B(k, p, s, ni)(x_1, x_2) * T(k, p, 3 - s)(x_1, x_2)
248 return fn
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266
267
268
269
270
271
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def shape_functions(K):
result = []

for k in range(1, K + 1):
for p in range(1, 5):
for s in range(1,

3):

for ni in range(1, 5):
result.append(W(k, p, s, ni))

return result

def force_functions(m, n, p, q):
return T2(m, n, p, q)

rRAION-<XSCH

shape_functions (_K)

force_functions(1, 1, 2, 2)

Calculate derivatives of shape function

0q 09 0u 0Q 09 09 Oa 0o 09

[phi_1(f) for f in W_g]
[phi_2(f) for f in W_g]
[M_11(f) for f in W_g]
[M_22(f) for f in W_g]
[M_12(f) for f in W_g]

[Q_1(Ff) for
[Q_2(f) for
[V_1(f) for
[V_2(f) for

-+ -h -h -h

in W_g]
in W_g]
in W_g]
in W_g]

Calculate derivatives of force function

phi_1(W_p)
phi_2(W_p)
M_11(W_p)
M_22(W_p)
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320

326
277
328

329

# In
p_1
3 p_2
q_1
q_2
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n nu nu nun nu n nu n nu n

—rAION<X<CEZE
1

M_12(W_p)
Q_1(W_p)
Q_2(W_p)
V_1(W_p)
V_2(W_p)

qg_©® / (D * (delta(1,

mult(W_p,
mult(U_p,
mult(V_p,
mult(X_p,
mult(Y_p,
mult(Z_p,
mult(G_p,
= mult(H_p,
= mult(K_p,
= mult(L_p,

final(W_g, W_s)
final(U_g, U_s)
final(V_g, V_s)
final(X_g, X_s)
final(Y_g, Y_s)
final(z_g, Z_s)
final(G_g, G_s)
final(H_g, H_s)
final(K_g, K_s)
final(L_g, L_s)

o)
o)
o)
o)
o)
o)
o)
o)
o)
o)

# Shape of blocks

m =
n =

len(W)
4 * K

itial points

1) ** 2 + delta(l, 2) ** 2) ** 2)

= np.linspace(-a_1, a_1, n)
= np.linspace(-a_2, a_2, n)

= np.full(n, a_1)
= np.full(n, a_2)

= np.column_stack((-q_1, p_2))
= np.column_stack((p_1, q_2))
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o
w
L}

np.column_stack((q_1, p_2))
np.column_stack((p_1, -q_2))

el
»
I

P = np.array([P_1, P_2, P_3, P_4])

3 P = np.repeat(P, 2, axis=0)

5 bc = list(args.bc)

bc2fn =
"C-0": [W, U],
"C-1": [W, V],
"S-0": [W, X],
"S-1": [W, Y],
"F-0": [X, K],
"F-1": [Y, L],

}

BC = []

for i, j in enumerate(bc):
ko= £°{3}-{1 % 2}"
BC += bc2fn[k]

blocks = []
for i in range(len(BC)):
blocks.append(Block(BC[i], P[i]))

Augmented matrix

= np.vstack(blocks)

Coefficient matrix

= M[:, :-1]

Column vector of constant terms
= M[:, -1]

Solve a linear matrix equation
= np.linalg.solve(A, -b)

= np.append(R, 1)

o X H O H P H R H

Prepare points for calculating the values in them
1 np.linspace(-a_1, a_1, num=51)

2 = np.linspace(-a_2, a_2, num=51)

1, X_2 = np.meshgrid(x_1, x_2)
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399 # The deflection of the plate
400 w = calc(W, R)(X_1, X_2)

403 def plot_results(x_1, x_2, x_3, fname=None):

404 if args.plot == "2D":

105 fig, ax = plt.subplots()

406 ax.set_xlabel("$x_1%$")

407 ax.set_ylabel("$x_2%")

108 surf = ax.contourf(

409 x_1, x_2, x_3, cmap=cm.coolwarm, antialiased=True
410 )

411 fig.colorbar(surf, shrink=0.5)

412 plt.axis("scaled")

413 plt.tight_layout()

114 elif args.plot == "3D":

415 fig, ax = plt.subplots(subplot_kw={"projection": "3d"})
416 ax.set_xlabel("$x_1%")

417 ax.set_ylabel("$x_2%")

418 surf = ax.plot_surface(

419 x_1,

420 X_2,

421 x_3,

422 cmap=cm.coolwarm,

423 linewidth=0,

424 antialiased=True,

425 )

426 ax.set_xticks(np.linspace(-a_1, a_1, 5))

427 ax.set_yticks(np.linspace(-a_2, a_2, 5))

428 ax.set_zticks([])

429 ax.set_zlim(ax.get_zlim()[::-1])

430 ax.set_box_aspect((a_1 / a_2, a_2 / a_2, 0.5))

431 boundaries = np.linspace(np.min(x_3), np.max(x_3), 10)
432 fig.colorbar(surf, shrink=0.5, boundaries=boundaries, pad=0.1)
433 plt.tight_layout()

434 elif args.plot == "4D":

435 fig, ax = plt.subplots(subplot_kw={"projection": "3d"})
436 ax.set_xlabel("$x_1%")

437 ax.set_ylabel("$x_2%")

438 sm = plt.cm.ScalarMappable(cmap=cm.coolwarm)

439 fcolors = sm.to_rgba(x_3)

440 surf = ax.plot_surface(

441 x_1,

442 X_2,

443 W,

444 facecolors=fcolors,

445 cmap=cm.coolwarm,

446 linewidth=0,

447 antialiased=True,

448 )
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449 ax.azim = 220

450 ax.elev = 40

451 ax.set_xticks(np.linspace(-a_1, a_1, 5))

452 ax.set_yticks(np.linspace(-a_2, a_2, 5))

453 ax.set_zticks([])

454 ax.set_zlim(ax.get_zlim()[::-1])

455 ax.set_box_aspect((a_1l / a_2, a_2 / a_2, 0.5))

456 boundaries = np.linspace(np.min(x_3), np.max(x_3), 10)
457 fig.colorbar(surf, shrink=0.5, boundaries=boundaries, pad=0.1)
458 plt.tight_layout()

459 if args.save:

460 plt.savefig(f"plots/{fname}.pdf", bbox_inches="tight")
461 else:

462 plt.show()

463

464

465 if args.save:

466 print('Saving results in the "plots" directory...')

467 Path("plots").mkdir(parents=True, exist_ok=True)

468

469
470 for (id, fs) in [

g (W, W),
472 ("u", v,

473 "v", V),

474 ("X"1 X))

475 "vy", v),

476 "z", z),

477 ("G", G),

478 ("H", H),

479 ("K", K),

480 "L, L),

481 ]

482 fname = f"{args.bc}-{args.plot}-{id}"
483 X_3 = calc(fs, R)(X_1, X_2)

484 plot_results(X_1, X_2, X_3, fname)

485

486
487 print("Done!™)
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A.3. Model plyty trojkatnej

import argparse

from pathlib import Path

import ezdxf

import autograd.numpy as np

from autograd import elementwise_grad as grad

import matplotlib.pylab as pylab

import matplotlib.pyplot as plt

from matplotlib import cm

from matplotlib.ticker import FormatStrFormatter, LinearlLocator

params = {
"xtick.labelsize": 9,
"ytick.labelsize": 9,
"axes.titlesize": 14,
"axes.labelsize": 14,
"axes.labelpad": 14,
"font.size": 16,

}

pylab.rcParams.update(params)

> parser = argparse.ArgumentParser()
3 parser.add_argument(

"--plot",
choices=["2D", "3D"],
default="3D",
help="Type of plot",

)

parser.add_argument (
"--save",
default=False,
action=argparse.BooleanOptionalAction,
help="Save plots to PDF",

)

args = parser.parse_args()

# ==========

# Parameters

# ==========

= 3.0 #m
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# Young's modulus

51 E = 3ele # Pa
52 # Poisson ratio
53 nu = 0.2

82

90
91
92
93
94
95

96

98

# Intensity of the load
g_0 = 10_000.00 # N

# Flexural rigidity of a plate

D= (E* h *3) / (12 * (1 - nu **
e T
# Geometric model
e

s # Import model

doc =
msp =

ezdxf.readfile("triangle.dxf"
doc.modelspace()

# Read coordinates of points
points =

3 def as_xy(points):

2))

)

msp.query( 'POINT[layer=="0"]")

return [(p.dxf.location.x, p.dxf.location.y) for p in points]

points = as_xy(points)

class Edge:
def __init__(self, start_point,
self.start_point =
self.end_point = end_point

self. points =

@property
def points(self):
return self._points

@points.setter
def points(self, points):
self._points = points

@property

def length(self):
dx_1 = self.start_point[0]
dx_2 = self.start_point[1]
return np.hypot(dx_1, dx_2)

end_point, segments):

start_point

self.split(segments)

- self.end_point[0]
- self.end_point[1]
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99
100 def split(self, segments):
101 delta_1 = (self.end_point[@] - self.start_point[@]) / float(

102 segments

103 )

104 delta_2 = (self.end_point[1] - self.start_point[1]) / float(
105 segments

106 )

107 points = []

108 for i in range(1l, segments):

109 points.append(

110 (

111 self.start_point[@] + i * delta_1,

112 self.start_point[1] + i * delta_2,

11 )

114 )

115 return points

16

117 @property

118 def mid_point(self):

119 Xx_ 1 = 0.5 * (self.start_point[@] + self.end _point[0])
120 Xx_2 = 0.5 * (self.start_point[1] + self.end_point[1])
121 return x_1, x_2

122

123 @property

124 def alpha(self):

125 """Angle between the normal n and the x axis"""

126

127 def angle_trunc(alpha):

128 while alpha < 0.0:

129 alpha += np.pi * 2

130 return alpha

132 delta_1 = self.end_point[@] - self.start_point[0]
delta_2 = self.end_point[1] - self.start_point[1]

1
1

135 a = angle_trunc(np.arctan2(-delta_1, delta_2))
136 return a

-

138 @property

139 def alpha2deg(self):

140 return np.rad2deg(self.alpha)

143 class Node:

144 def __init__(self, points):
145 self._points = points
146

147 @property

148 def coords(self):
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188
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191
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193
194
195
196
197
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if not isinstance(self._points, list):
self._points = [self._points]
return np.array(self._points)

class BoundaryNode(Node):
def __init__(self, points):
super().__init__(points)
self. boundary_conditions = []

def get_bc(self):
return self._ boundary_conditions

def set_bc(self, name, alpha=None):
self. boundary_conditions.append((name, alpha))

class SurfaceNode(Node):
def __init__(self, points):
super().__init__(points)
self. load = @

@property
def load(self):
return self._load

@load.setter
def load(self, value):
self._load = value

@load.deleter
def load(self):
del self._load

class Model:
def __init__ (self):
self.boundary_nodes = []
self.surface_nodes = []

def add_node(self, node):
if isinstance(node, BoundaryNode):
self.boundary_nodes.append(node)
elif isinstance(node, SurfaceNode):
self.surface_nodes.append(node)

@property

def coords_of_boundary_nodes(self):
coords = []
for node in self.boundary_nodes:
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coords.append(node.coords)
np.concatenate(coords, axis=0)
return coords

coords =

def coords_of_surface_nodes(self):

in self.surface_nodes:

coords.append(node.coords)

np.concatenate(coords,

def number_of_boundary_nodes(self):
return self.coords_of_boundary_nodes.shape[9]

def number_of_surface_nodes(self):
return self.coords_of_surface_nodes.shape[0]

axis=0)

expected_number_of_boundary_nodes

16 * K

expected_number_of_boundary_nodes

- self.number_of_boundary_nodes

raise Exception(f"{d} boundary nodes are missing")

raise Exception(f"Too much by {-d} boundary nodes")

expected_number_of_surface_nodes

16 * M* N+ 8 * M+ 1

expected_number_of_surface_nodes
- self.number_of_surface_nodes

raise Exception(f"{d} surface nodes are missing")

raise Exception(f"Too much by {-d} surface nodes")

el = Edge(pl, p2,

@property
coords = []
for node
coords =
return coords
@property
@property
def validate(self):
# Boundary nodes
d = (
)
if d > o:
elif d < @:
# Surface nodes
d = (
)
if d > o:
elif d < o:
> # Points
pl = (3.0, -3.0)
p2 = (0.8, 3.0)
= (-3.0, -3.0)
# Edges

segments=37)
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e2
e3

c2

c2.
c2.
c2.

3 €3
c3.
c3.

c3

sl

sl.

s2

s2.

s3

s3.

nl

nl.
nl.

n2

n2.
283 N2.

n3

n3.
.set_bc("M_n", e3.alpha)

n3

Edge(p2, p3, segments=37)
Edge(p3, pl, segments=35)

> # Boundary nodes
3 cl
cl.
cl.
cl.

= BoundaryNode(p1)
set_bc("w"
set_bc("M_n", el.alpha)
set_bc("M_n", e3.alpha)

= BoundaryNode(p2)
set_bc("w"
set_bc("M_n", el.alpha)
set_bc("M_n", e2.alpha)

= BoundaryNode (p3)
set_bc("w"
set_bc("M_n", e2.alpha)

.set_bc("M_n", e3.alpha)

= BoundaryNode(el.mid_point)
set_bc("w"

= BoundaryNode(e2.mid_point)
set_bc("w"

= BoundaryNode(e3.mid_point)
set_bc("w"

= BoundaryNode(el.points)
set_bc("w"
set_bc("M_n", el.alpha)

= BoundaryNode(e2.points)
set_bc("w"
set_bc("M_n", e2.alpha)

= BoundaryNode(e3.points)
set_bc("w"

# Surface nodes
surface_nodes = SurfaceNode(points)
surface_nodes.load = q_©

# Build geometric model
model = Model()

model.add_node(cl)
model.add_node(c2)
model.add_node(c3)
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299

300 model.add_node(sl)
301 model.add_node(s2)
302 model.add_node(s3)

304 model.add_node(nl)
305 model.add_node(n2)
306 model.add_node(n3)

308 model.add_node(surface_nodes)

310 model.validate()

317 def a(s):

318 if s ==

319 return a_1
320 elif s == 2:
321 return a_2

324 def x(s):

325 def fn(x_1, x_2):
326 if s == 1:

327 return x_1
328 elif s == 2:
329 return x_2
330 return fn

333 def gamma(k, s):
334 return (k * np.pi) / a(s)

337 def delta(k, s):

338 return ((2 * k - 1) * np.pi) / (2 * a(s))
339

340

341 def kappa(k, p, s):

342 if p == 1 or p == 3:

343 return gamma(k, s)

344 elif p == 2 or p == 4:

345 return delta(k, s)

346

347

3ag def T(k, p, s):
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def fn(x_1, x_2):
if p==1or p ==
return np.cos(kappa(k, p, s) * x(s)(x_1, x_2))
elif p == 3 or p == 4:
return np.sin(kappa(k, p, s) * x(s)(x_1, x_2))
return fn

def T2(m, n, p, q):
def fn(x_1, x_2):
return T(m, p, 1)(x_1, x_2) * T(n, q, 2)(x_1, x_2)
return fn

3 def final(general_solution, particular_solution):

result = []

for f in general_solution:
result.append(f)

result.append(particular_solution)

return result

def Block(fs, pts):
X pts[:, 0]
y = pts[:, 1]
m = x.size
n len(fs)
block = np.zeros((m, n))
for i in range(n):
block[:, i] = fs[i](x, y)
return block

def calc(fs, R):
def fn(x_1, x_2):
A = np.array([f(x_1, x_2) for f in fs])
return np.einsum("ij,i->j", A, R)

return fn
# ====================================================
# Relations known from theory of thin isotropic plates
i ——o—o———e==————=—————oo=—==—=o=====————o=—==——o======

def nablad(w):
def fn(x_1, x_2):
return (
grad(grad(grad(grad(w, @), 0), @), 0)(x_1, x_2)
+ 2 * grad(grad(grad(grad(w, 0), 0), 1), 1)(x_1, x_2)
+ grad(grad(grad(grad(w, 1), 1), 1), 1)(x_1, x_2)
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399 return fn

402 def phi_1(w):

403 def fn(x_1, x_2):

404 return grad(w, 0)(x_1, x_2)
405 return fn

406

408 def phi_2(w):

409 def fn(x_1, x_2):

410 return grad(w, 1)(x_1, x_2)
411 return fn

412

413

414 def phi_n(w, alpha):

415 def fn(x_1, x_2):

416 return phi_1(w)(x_1, x_2) * np.cos(alpha) + phi_2(w)(
417 x_1, x_2

418 ) * np.sin(alpha)

419 return fn

422 def M_11(w):

423 def fn(x_1, x_2):

424 return -D * (

425 grad(grad(w, 0), 0)(x_1, x_2)

426 + nu * grad(grad(w, 1), 1)(x_1, x_2)
427 )

428 return fn

431 def M_22(w):

432 def fn(x_1, x_2):

433 return -D * (

434 grad(grad(w, 1), 1)(x_1, x_2)

435 + nu * grad(grad(w, 0), 0)(x_1, x_2)
436 )

437 return fn

438

439

440 def M_n(w, alpha):

441 def fn(x_1, x_2):

442 return (

443 M_11(w)(x_1, x_2) * np.cos(alpha) ** 2
444 + M_22(w)(x_1, x_2) * np.sin(alpha) ** 2
445 )

446 return fn

447

448
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440 def M_t(w, alpha):

450 def fn(x_1, x_2):

451 return (

452 0.5

45 * np.sin(2 * alpha)

454 ¥ (M_11(w)(x_1, x_ 2) - M _22(w)(x_1, x_2))
455 )

456 return fn

157

458

450 def M_12(w):

460 def fn(x_1, x_2):

461 return -D * (1 - nu) * grad(grad(w, @), 1)(x_1, x_2)
462 return fn

463

464

465 def Q_1(w):

466 def fn(x_1, x_2):

467 return -D * (

468 grad(grad(grad(w, 0), 0), 0)(x_1, x_2)
469 + grad(grad(grad(w, 0), 1), 1)(x_1, x_2)
470 )

471 return fn

472

473
474 def Q_2(w):

475 def fn(x_1, x_2):

476 return -D * (

477 grad(grad(grad(w, 0), 0), 1)(x_1, x_2)
478 + grad(grad(grad(w, 1), 1), 1)(x_1, x_2)
479 )

480 return fn

481

482

483 def V_1(w):

484 def fn(x_1, x_2):

485 return -D * (

486 grad(grad(grad(w, 0), 0), 0)(x_1, x_2)
487 + (2 - nu) * grad(grad(grad(w, 0), 1), 1)(x_1, x_2)
488 )

489 return fn

490
491
492 def V_2(w):

493 def fn(x_1, x_2):

494 return -D * (

495 grad(grad(grad(w, 1), 1), 1)(x_1, x_2)

496 + (2 - nu) * grad(grad(grad(w, 0), 0), 1)(x_1, x_2)
497 )

498 return fn
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def

def

polynom(x_1, x_2):
return x_1 ** 4 4+ 2 * x_1 ** 2 * x 2 ** 2 4 x 2 ** 4

force_functions(M, N):
result = [polynom]

for m in range(1, M + 1):
for p in range(1l, 5):
for s in range(1l, 3):
result.append(T(m, p, s))

for m in range(1, M + 1):
for n in range(1, N + 1):
for p in range(1, 5):
for q in range(1l, 5):
result.append(T2(m, n, p, q))
return result

# Base functions of the solution

def

B(k, p, s, ni):
def fn(x_1, x_2):
if ni ==
return np.cosh(kappa(k, p, 3 - s) * x(s)(x_1, x_2))
elif ni == 2:
return (x(s)(x_1, x_2) / a(s)) * (
np.sinh(kappa(k, p, 3 - s) * x(s)(x_1, x_2))
)
elif ni == 3:
return np.sinh(kappa(k, p, 3 - s) * x(s)(x_1, x_2))
elif ni == 4:
return (x(s)(x_1, x_2) / a(s)) * (
np.cosh(kappa(k, p, 3 - s) * x(s)(x_1, x_2))
)

return fn

# Shape functions
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s49 def W(k, p, s, ni):

550 def fn(x_1, x_2):

551 return B(k, p, s, ni)(x_1, x_2) * T(k, p, 3 - s)(x_1, x_2)
552 return fn

553

554

sss def shape_functions(K):

556 result = []

557 for k in range(l, K + 1):

558 for p in range(1, 5):

559 for s in range(1l, 3):

560 for ni in range(l, 5):

561 result.append(W(k, p, s, ni))
562 return result

563

564

565 # ===========

s66 # Build model

567 #l===========

568
560 W_g = shape_functions(_K)
W_p = force_functions(_M, _N)

573 # General solution
574 T e

Calculate derivatives of shape function
[phi_1(f) for f in W_g]

= [phi_2(f) for f in W_g]

= [M_11(f) for f in W_g]

= [M_22(f) for f in W_g]

[M_12(f) for f in W_g]

= [Q_1(f) for f in W_g]

= [Q_2(f) for f in W_g]

= [V_1(f) for f in W_g]

= [V_2(f) for f in W_g]

|
0q 09 0u 0Q 09 09 Oa 0a 09
n

sss def F_g(alpha):

589 return [M_n(f, alpha) for f in W_g]
590

591

592 # ===================

593 # Particular solution

594 # ===================

595

Calculate derivatives of force function
= [phi_1(f) for f in W_p]

= [phi_2(f) for f in W_p]

596

i
597 U_
598 V_
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638
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640
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643
644
645
646
647
648
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X_p = [M_11(f) for £ in W_p]
Y_p = [M_22(f) for f in W_p]
Zp = [M_12(f) for f in W_p]
G_p = [Q_1(f) for
H_p
K_p
L_p

f in W_p]
p = [Q_2(f) for f in W_p]
p = [V_1(f) for £ in W_p]
p = [V_2(f) for £ in W_p]

def F_p(alpha):

return [M_n(f, alpha) for f in W_p]

w_s = [nabla4(f) for f in W_p]

def load_approximation(model):
blocks = []

for node in model.surface_nodes:
block = Block(w_s, node.coords)

m, _ = block.shape
b = np.zeros((m, 1))
b.fill(node.load / D)

block = np.hstack((block,

blocks.append(block)
return blocks

blocks = load_approximation(model)

Augmented matrix

= np.vstack(blocks)
Coefficient matrix
= M[:, :-1]

= M[:, -1]

= np.linalg.solve(A, b)
assert S[@] == gq_0 / (64*D)

H 0 H O H P> H = H

= calc(W_p, S)
= calc(U_p, S)
= calc(V_p, S)
= calc(X_p, S)
calc(Y_p, S)
= calc(Z_p, S)
= calc(G_p, S)
= calc(H_p, S)
= calc(K_p, S)
= calc(L_p, S)

mrAION<X<CS==
n nun n nun nu nu nu n n n
1

Column vector of constant terms

Solve a linear matrix equation

b))
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def F_s(alpha):
return calc(F_p(alpha), S)

= final(W_g, W_s)
= final(U_g, U_s)
final(V_g, V_s)
final(X_g, X_s)
final(Y_g, Y_s)
= final(Z_g, Z_s)
final(G_g, G_s)
final(H_g, H_s)
final(K_g, K_s)
final(L_g, L_s)

T ARIONS<X<CEZE
]

def F(alpha):
return final(F_g(alpha), F_s(alpha))

s BC = {

"w'r W,

"phi_1": U,
"phi_2": V,
"M_11": X,
"M_22": Y,
"M_12": Z
"M_n": F
"Q_1": G
"Q_2": H,
"V_1": K
"V_2": L

def build_blocks(model):
blocks = []
for node in model.boundary_nodes:
for (name, alpha) in node.get_bc():
boundary_condition = BC[name]
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if alpha is not None:
block = Block(boundary_condition(alpha), node.coords)
else:
block = Block(boundary_condition, node.coords)
blocks.append(block)
return blocks

blocks = build_blocks(model)

#

o o H O H P H R H

Augmented matrix

= np.vstack(blocks)

Coefficient matrix

= M[:, :-1]

Column vector of constant terms
= M[:, -1]

Solve a linear matrix equation
= np.linalg.solve(A, -b)

= np.append(R, 1)

= np.array(points)

=
1}

P[:, @]
P[:, 1]

N
I

3 def plot_results(x_1, x_2, x_3, fname=None):

if args.plot == "2D":
fig, ax = plt.subplots()
ax.set_xlabel("$x_1%")
ax.set_ylabel("$x_2%")
surf = ax.tricontourf(
x_1, x_2, x_3, cmap=cm.coolwarm, antialiased=True
)
fig.colorbar(surf)
plt.axis("scaled")
plt.tight_layout()
elif args.plot == "3D":
fig, ax = plt.subplots(subplot_kw={"projection": "3d"})
ax.set_xlabel("$x_1%")
ax.set_ylabel("$x_2%")
surf = ax.plot_trisurf(

245



A. Implementacja algorytmu obliczen

749 x_1,

750 X_2,

751 x_3,

752 cmap=cm.coolwarm,

753 linewidth=0,

754 antialiased=True,

755 )

756 ax.set_xticks(np.linspace(-a_1, a_1, 5))

757 ax.set_yticks(np.linspace(-a_2, a_2, 5))

758 ax.set_zticks([])

759 ax.set_zlim(ax.get_zlim()[::-1])

760 ax.set_box_aspect((a_1l / a_2, a_2 / a_2, 0.5))

761 boundaries = np.linspace(np.min(x_3), np.max(x_3), 10)
762 fig.colorbar(surf, shrink=0.5, boundaries=boundaries, pad=0.1)
763 plt.tight_layout()

764 if args.save:

765 plt.savefig(f"plots/{fname}.pdf", bbox_inches="tight")
766 else:

767 plt.show()

768

769

770 if args.save:

771 print('Saving results in the "plots" directory...')

772 Path("plots").mkdir(parents=True, exist_ok=True)

775 for (id, fs) in [

e (WY, W),

777 ("U": U))

VT, V),

(XY, X),

780 "y", v),

781 "z", z),

782 ("6", G),

783 ("H", H),

84 ("K", K),

785 "L, L),

786 ]

787 fname = f"triangle-{args.plot}-{id}"
788 X_3 = calc(fs, R)(X_1, X_2)

789 plot_results(X_1, X_2, X_3, fname)

790
791
792 print("Done!")
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Rysunek A.1: Wezty powierzchniowe ptyty trojkatnej w modelu DXF




B. Wyniki z programu ABAQUS

Ponizej przedstawiono wyniki z pakietu ABAQUS CAE. Odpowiadajg one
przyktadom opisanym w niniejszej pracy:

1. Plyta prostokatna o dwoch przeciwlegltych krawedziach swobodnie podpar-
tych i pozostatych swobodnych,

2. Plyta prostokatna swobodnie podparta na obwodzie,

3. Plyta zamocowana na obwodzie.

ABAQUS domyslnie reprezentuje warto$ci w postaci konturéw natozonych
na ksztatt ptyty po deformacji przy uzyciu spektrum koloréw od czerwonego (dla
wartosci maksymalnej) do niebieskiego (dla warto$ci minimalnej). Dla tatwiej-
szego poréwnania rezultatow uzyskanych przy pomocy tego komercyjnego pro-
gramu, a wynikami uzyskanymi opisywana metoda w autorskim programie, za-
mieszczono rowniez wyniki w analogicznej postaci.



B.1. Przyklad 1

B.1. Przyklad 1

U, us
+1.348e-02
+1.236e-02
+1.124e-02
+1.011e-02
+8.990e-03
+7.866e-03
+6.742e-03
+5.619e-03
+4.495e-03
+3.371e-03
+2.247e-03
+1.124e-03
+0.000e+00

Rysunek B.1: Ugigcie ptyty prostokatnej o dwoch krawedziach swobodnie pod-
partych i dwoch swobodnych obliczone przy pomocy MES

0.01345
0.01196
0.01046

0.00897

0.00747

0.00598

0.00448

0.00299

0 0.00149
+

0.00000

Rysunek B.2: Ugigcie ptyty prostokatnej o dwoch krawedziach swobodnie pod-
partych i dwoch swobodnych obliczone przy pomocy autorskiego programu
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B. Wyniki z programu ABAQUS

SM, SM1

(Avg: 75%)
+4.131e+04
+3.803e+04
+3.475e+04
+3.147e+04
+2.819e+04
+2.491e+04
+2.163e+04
+1.835e+04
+1.507e+04
+1.179e+04
+8.505e+03
+5.225e+03
+1.944e+03

Rysunek B.3: Momenty zginajace My, ptyty prostokatnej o dwoch krawedziach
swobodnie podpartych i dwoch swobodnych obliczone przy pomocy MES

41491
36881
32270
27660
23050
18440
13830
9220
0 4610
2 + 0
-2
0
-1 _a
oL -2

Rysunek B.4: Momenty zginajace M,, plyty prostokatnej o dwoch krawedziach
swobodnie podpartych i dwoch swobodnych obliczone przy pomocy autorskiego
programu
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B.1. Przyklad 1

SM, SM2

(Avg: 75%)
+5.311e+03
+4.862e+03
+4.413e+03
+3.964e+03
+3.515e+03
+3.066e+03
+2.616e+03
+2.167e+03
+1.718e+03
+1.269e+03
+8.201e+02
+3.711e+02
-7.802e+01

Rysunek B.5: Momenty zginajace M,, ptyty prostokatnej o dwoch krawedziach
swobodnie podpartych i dwoch swobodnych obliczone przy pomocy MES

5516
I 4903
4290

- 3678
- 3065
- 2452
- 1839

1226
l 613
0

Rysunek B.6: Momenty zginajace M,, plyty prostokatnej o dwoch krawedziach
swobodnie podpartych i dwoch swobodnych obliczone przy pomocy autorskiego
programu
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B. Wyniki z programu ABAQUS

B.2. Przyklad 2

U, us

+8.240e-04
+7.554e-04
+6.867e-04
+6.180e-04
+5.494e-04
+4.807e-04
+4.120e-04
+3.433e-04
+2.747e-04
+2.060e-04
+1.373e-04
+6.867e-05
+0.000e+00

Rysunek B.7: Ugiecie plyty prostokatnej swobodnie podpartej na konturze obli-
czone przy pomocy MES

0.0008073
0.0007176
0.0006279
0.0005382
0.0004485
0.0003588
0.0002691
0.0001794
0.0000897
0.0000000

Rysunek B.8: Ugigcie ptyty prostokatnej swobodnie podpartej na konturze obli-
czone przy pomocy autorskiego programu
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B.2. Przyklad 2

SM, SM1

(Avg: 75%)
+4.655e+03
+4.246e+03
+3.837e+03
+3.428e+03
+3.019e+03
+2.610e+03
+2.201e+03
+1.792e+03
+1.383e+03
+9.745e+02
+5.655e+02
+1.566e+02

-2.524e+02

Rysunek B.9: Momenty zginajace M1, plyty prostokatnej swobodnie podpartej na
obwodzie obliczone przy pomocy MES

4669
l 4150
3631

- 3113
- 2594
- 2075
- 1556

1038
l 519
0

Rysunek B.10: Momenty zginajace M, ptyty prostokatnej swobodnie podpartej
na obwodzie obliczone przy pomocy autorskiego programu
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B. Wyniki z programu ABAQUS

SM, SM2

(Avg: 75%)
+1.093e+04
+9.9986+03
+9.0696+03
+8.1406+03
+7.211e+03
+6.2826+03
+5.3536+03
+4.4240+03
+3.4956+03
+2.5666+03
+1.637e+03
+7.074e+02
-2.216e+02

Rysunek B.11: Momenty zginajace M,, ptyty prostokatnej swobodnie podpartej
na obwodzie obliczone przy pomocy MES

10894
9684
8473
7263
6052
4842
3631
2421
1210

Rysunek B.12: Momenty zginajace M,, ptyty prostokatnej swobodnie podpartej
na obwodzie obliczone przy pomocy autorskiego programu
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B.3. Przyklad 3

B.3. Przyklad 3

U, us
+2.379e-04
+2.181e-04
+1.983e-04
+1.785e-04
+1.586e-04
+1.388e-04
+1.190e-04
+9.914e-05
+7.931e-05
+5.948e-05
+3.966e-05
+1.983e-05
+0.000e+00

Rysunek B.13: Ugigcie plyty prostokatnej zamocowanej na obwodzie obliczone
przy pomocy MES

0.0002342
0.0002082
0.0001822
0.0001561
0.0001301
0.0001041
0.0000781
0.0000520
0.0000260
—0.0000000

Rysunek B.14: Ugiecie ptyty prostokatnej zamocowanej na obwodzie obliczone
przy pomocy autorskiego programu
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B. Wyniki z programu ABAQUS

SM, SM1

(Avg: 75%)
+1.877e+03
+1.444e+03
+1.010e+03
+5.763e+02
+1.427e+02
-2.909e+02
-7.246e+02
-1.158e+03
-1.592e+03
-2.025e+03
-2.459e+03
-2.893e+03

-3.326e+03

Rysunek B.15: Momenty zginajace M4, plyty prostokatnej zamocowanej na ob-
wodzie obliczone przy pomocy MES

1910
1234
558
-118
—-794
—-1470
—2146
—2822
—3498
—-4174

Rysunek B.16: Momenty zginajace M4, ptyty prostokatnej zamocowanej na ob-
wodzie obliczone przy pomocy autorskiego programu
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B.3. Przyklad 3

SM, SM2

(Avg: 75%)
+5.080e+03
+4.013e+03
+2.946e+03
+1.878e+03
+8.112e+02
-2.561e+02
-1.323e+03
-2.391e+03
-3.458e+03
-4.525e+03
-5.592e+03
-6.660e+03

-7.727e+03

Rysunek B.17: Momenty zginajace M,, ptyty prostokatnej zamocowanej na ob-
wodzie obliczone przy pomocy MES

5181
3571
1961
352
—-1258
—2868
—4477
—-6087
—-7696
—-9306

Rysunek B.18: Momenty zginajace M,, ptyty prostokatnej zamocowanej na ob-
wodzie obliczone przy pomocy autorskiego programu
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Indeks

biharmoniczne réwnanie jednorodne, 46
brzeg ptyty, 57

domknigcie, 95, 175
dwuwymiarowy operator Laplace’a, 44

funkcje wyzszego rzedu, 95
funkcje bazowe, 87

funkcje ksztaltu, 87, 88
funkcje obcigzenia, 87, 88, 92
funkcje stanu, 102

grubos¢ ptyty, 37

hipoteza kinematyczna, 39
hipotezy Kirchhoffa, 38

kontur wewnetrzny, 58
kontur podstawowy, 56
kontur ptyty, 37

kontur zewngtrzny, 58
krawedz ptyty, 57

makroelement plytowy, 58
membrana, 38

naroznik ptyty, 57, 82

obiekty pierwszoklasowe, 96
operator Laplace’a, 46
osie gtéwne makroelementu, 75

pobocznica, 37

punkty graniczne, 66
punkty gtéwne, 58, 66
punkty nieciagtosci, 57
punkty wyjsciowe, 66
ptaszczyzna srodkowa, 37
ptyta, 37

ptyta dopasowana, 58
ptyta niedopasowana, 58

plyta podstawowa, 59
plyta trapezowa, 75
plyty gibkie, 38

plyty sztywne, 38

redukcja antysymetryczna naprezen, 48
redukcja symetryczna naprezen, 47
rodzaje ptyt cienkich, 38
rozniczkowanie automatyczne, 88

trojparametrowe podtoze sprezyste, 46
ugiecie plyty, 37

warunki brzegowe, 51, 60, 81

warunki brzegowe kinematyczne, 51

warunki brzegowe naturalne, 54

warunki brzegowe statyczne, 51

wierzchotek ptyty, 57

wigzy kinematyczne, 51

wigzy statyczne, 51

wigzy wewngetrzne, 51

wiezy zewngtrzne, 51

wezet eliptyczny, 81

wezet graniczny, 62

wezet gladki, 82

wezet krawedziowy graniczny, 67

wezetl krawedziowy podwojny, 73, 74,
77

wezet krawedziowy prosty, 67

wezet naroznikowy, 67

wezel naroznikowy niesymetryczny, 77

wezel naroznikowy podwdjny, 67

wezel naroznikowy prosty, 67

wezel naroznikowy prosty pierwszego
rodzaju, 72

wezel niecokreslony, 82

wezel niesymetryczny, 67, 76

wezel okreslony, 82

wezet zalamany, 82



Indeks

wezel Srodkowy, 57, 82, 83
wezel sSrodkowy gladki, 57
wezet srodkowy ztamany, 57
wezly biezace, 60, 67, 71, 82
wezly brzegowe, 64, 67, 84
wezly powierzchniowe, 69
wezly stacjonarne, 57, 70
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