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WYKAZ WAZNIEJSZYCH OZNACZEN

A —pole przekroju poprzecznego [m?],

b  — stala materialowa [ﬁ ,

C —stgzenie substancji dyfundujace;j [%],
Cijki— sktadowa tensora opisujgcego parametry materialowe zwigzane

Z mechanicznymi wla$ciwo$ciami materiatu [F]’

¢ —zmiana stgzenia dyfundujacej substancji [%],

Cec — ciepto wlasciwe przy ustalonej deformacji 1 koncentracji [K :n3],

2
D — wspblezynnik dyfuzji [mT],

dS —zmiana entropii [- Ilns],

d.S —zmiana entropii wywotana oddziatywaniem uktadu z otoczeniem [K :ns],

d;S —zmiana entropii wywolana przemianami wewnatrz uktadu [K :n =1,

E  —modut Younge’a [Pa],

e —dylatacja, pierwszy niezmiennik stanu odksztatcenia, wzgledna zmiana
objetosci [—],

F  —energia swobodna Helmholtza [#],

fi —sktadowa wektora intensywnos$ci obcigzenia przypadajacego na
jednostke masy [klg],

K - energia kinetyczna []],

K —modut Scisliwosci [-],

k  —wspotczynnik przewodnictwa cieplnego [%],

L  —moc sit zewnetrznych [é],

M —potencjat chemiczny [kig],

n; — kosinus kierunkowy orientujgcy powierzchni¢ graniczng 0B (v —
normalna do powierzchni granicznej dB) [—],

p; — skladowa wektora sit powierzchniowych [F]’
Q — strumien ciepla, przyrost ilosci ciepta w czasie [é],
q; - skladowa wektora gestosci strumienia ciepta [%],

— entropia [K in3],

S

T —temperatura bezwzgledna [K],
U - energia wewngtrzna [J],
U

— elementarna energia wewnetrzna [#],
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u; — sktadowa wektora przemieszczen [m],
v; — skladowa wektora predkosci przemieszczen [?],
v; —skladowa wektora przyspieszen przemieszczen [522]’
W  —wydajno$¢ wewnetrznych zrodet ciepta [%],
a —wspotczynnik uwzgledniajacy efekt Dufoura [kig],
3
a. —wspotczynnik liniowej rozszerzalnosci dyfuzyjne;j [T—g],
1
K
a;j — sktadowa tensora opisujgcego parametry materialowe zwigzane

a; — wspotczynnik liniowej rozszerzalnosci termicznej [=],

z mechanicznymi i termicznymi wia$ciwo$ciami materiatu [%],
Bij — sktadowa tensora opisujgcego parametry materialowe zwigzane

z mechanicznymi i dyfuzyjnymi wiasciwosciami materiatu [I\L—;n],
8;j —delta Kroneckera [—],
g;j — sktadowa tensora odksztatcen [—],

&;j — skladowa tensora predkosci odksztatcen [2],

kg
m2-s

n; — sktadowa wektora przeptywu substancji dyfundujace;j [
6 —zmiana temperatury [deg],

1,

A — stala materialowa Lame’go [%],

Ao — wspotczynnik przewodzenia ciepta [%],
u  — stala materiatowa Lame’go [%],

v —wspolczynnik Poissona [-],

p  — gestosS¢ objetosciowa ciata [%],

. . N
0;j — sktadowa tensora naprgzen [F]’
o L k
T  —wydajnos¢ wewngtrznych zrodet masy [m3—i],
w;j — sktadowa tensora obrotu odksztatcefi [—],

w;; — sktadowa tensora predkosci obrotu odksztatcef [l]
S
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1. WSTEP

1.1. PRZEDMIOT, CEL | ZAKRES PRACY, TEZY
BADAWCZE

Zmiany pola temperatury i stezenia substancji dyfundujacej pociagaja za
sobg deformacje¢ ciata. Odwrotnie, jesli wywotamy proces deformacji w anali-
zowanym osrodku, to doprowadzi on do wtornego procesu przewodzenia
energii cieplnej i przeptywu masy. Te zjawiska sg ze sobg nierozerwalnie
zwigzane a termodyfuzja, jako dzial mechaniki ciata statego, zajmuje si¢ bada-
niem tego sprzezenia [Nowacki 1991]. Sprzezone ze soba pola temperatury,
stezenia substancji dyfundujacej i deformacji moga by¢ spowodowane sitami
masowymi, sitami zewnetrznymi, oddziatywaniem osrodka, ktory otacza cialo,
wewnetrznymi zrodlami ciepta lub masy. Uwzglednienie wzajemnego sprze-
zenia jest szczegolnie istotne W przypadku zjawisk dynamicznych, duzych lub
gwaltownie zachodzacych zmian temperatury lub/i st¢zenia substancji dyfun-
dujagcej. W dziedzinie budownictwa wyrdzni¢ mozna wiele zjawisk z zakresu
termodyfuzji, np. procesy cieplno — wilgotnosciowe lub powierzchniowe obrob-
ki cieplno — chemiczne.

Celem niniejszej pracy jest opracowanie modelu ciata statego geometrycz-
nie i fizycznie liniowego, poddanego dziataniu zmiennego w czasie i przestrzeni
obcigzenia, oddzialywaniom termicznym oraz przeptywom masy, a takze
sformutowanie algorytmu rozwigzania tego problemu z uzyciem metody
elementéw czasoprzestrzennych. Rozpatruje si¢ niestacjonarny (nieustalony)
przeptyw ciepta i masy. Oznacza to, ze rozklad temperatury i stg¢zenia substancji
dyfundujacej oraz ilos¢ wymienianego ciepta i masy ulegaja zmianie w czasie.
Energia wewnetrzna ciata zalezna jest zatem od pola odksztalcen, temperatury
i stezenia substancji dyfundujacej, a rozwazanemu przypadkowi towarzyszy
zmiana tej energii (dyssypacja energii). Stad teza badawcza rozprawy brzmi:
mozliwe jest uzyskanie efektywnego rozwigzania zagadnienia poczatkowo —
brzegowego termodyfuzji sprzezonej w cialach stalych z uzyciem metody
elementow czasoprzestrzennych.

W czgsci pierwszej rozprawy scharakteryzowano przedmiot, cel i zakres
pracy oraz sformutowano tez¢ badawcza. Przedstawiono rowniez znaczenie
analizowanego zjawiska w budownictwie. Nastepnie dokonano przegladu
literatury zaréwno z zakresu termodyfuzji, jak 1 metody elementoéw
czasoprzestrzennych. Czg$¢ trzecia rozprawy zawiera opis zagadnienia
poczatkowo-brzegowego termodyfuzji sprzezonej w rozwazanym osrodku,
poczawszy od sformutowania problemu i przyjetych zatozen, poprzez podstawy
teoretyczne procesu, az po synteze rownan rozniczkowych czastkowych
wzgledem czasu i przestrzeni. Wyprowadzone w tej czesci pracy zaleznoSci sta-
nowia lokalne zdefiniowanie analizowanego zagadnienia. W celu rozwigzania
tego problemu z uzyciem metody elementéw czasoprzestrzennych, konieczne
jest przejscie na sformutowanie globalne, obejmujgce caty rozpatrywany obszar
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danego ciata icaly przedzial czasowy. Jednym ze sposobow przeksztatcenia
sformutowania lokalnego w globalne jest zastosowanie metody czasopracy
wirtualnej, co jest przedmiotem cze$ci czwartej niniejszej rozprawy. Nastepnie
wyprowadzono rownania metody elementow czasoprzestrzennych i scharakte-
ryzowano algorytm obliczen. W rezultacie, w cze$ci szostej pracy, przedstawio-
no przyktady obliczeniowe z analiza otrzymanych wynikéw, w celu weryfikacji
poprawnosci przyjetej metody rozwigzania rozwazanego problemu. Na tej
podstawie sformutowano wnioski koncowe.

1.2. ZNACZENIE TERMODYFUZJI W BUDOWNICTWIE

Dyfuzja jest zjawiskiem powszechnie spotykanym, zarbwno w przyrodzie,
jak i w technologicznych zastosowaniach. Jezeli ztagczymy ze soba dwie ptytki
metalowe, np. ztotg i ofowiana, to po kilkunastu miesigcach zaobserwujemy, ze
czasteczki otowiu przejda do zlotej ptytki i wzajemnie — czasteczki zlota do
plytki otowianej. Jest to tzw. dyfuzja wzajemna, czyli dwustronna. To proste
doswiadczenie pokazuje rowniez, ze dyfuzja jest zjawiskiem o charakterze
molekularnym i statystycznym. Jednakze makroskopowa obserwacja tego
procesu pozwala na traktowanie go w taki sposob, jak gdyby odbywat si¢
W sposob ciagly. Dzigki temu mozliwe jest sprowadzenie termodyfuzji do
rozwiazywania zagadnien teorii o§rodkoéw ciaghych.

Z technologicznego punktu widzenia, praktycznym przyktadem dyfuzji sa
powierzchniowe obrobki cieplno-chemiczne, takie jak azotowanie, naweglanie,
czy borowanie (rys. 1.1). W warunkach podwyzszonej temperatury zachodzi
wowczas termodyfuzja jednostronna, tj. dyfuzja gazu do ciata statego. Z badan
eksperymentalnych wynika, ze wzrost temperatury na ogdt w znaczacy sposob
przyspiesza przebieg dyfuzji. Niekiedy proces ten w warunkach naturalnych
zachodzi na tyle powoli, ze jego obserwacja jest niedostrzegalna i bezcelowa.
Bardzo czgsto do obrobki powierzchniowej metali stosuje si¢ roéwniez réznego
typu powloki. Wowczas zachodzi proces dyfuzji wzajemnej. Zar6wno w jed-
nym, jak i w drugim przypadku, poznanie ztozonych procesow transportowych
pozwala na uzyskanie lepszych wiasciwosci wierzchniej warstwy ochronnej.
Umozliwia to optymalizacj¢ parametrow mechanicznych i chemicznych tych
materiatow, a takze prognozowanie ich trwatosci. Przyktady wyznaczania pola
naprezen generowanego dyfuzja wzajemna w ukladzie powloka — podloze
mozna znalez¢ w pracy Wierzby [Wierzba 2006].

10
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Rys. 1.1. Przebieg réznych procesow obrobki cieplno-chemicznej; od lewej:
warstewka dyfuzyjna zlozona z wegla, azotu, borkéw zelaza, uzyskana na
ptytce stalowej [http://www.labmat.pw.plock.pl]

W dziedzinie budownictwa znaczacg grupe zjawisk z zakresu termodyfuzji
stanowig procesy cieplno — wilgotnosciowe, ktore sa domeng fizyki budowli.
Przeptyw wilgoci i ciepta przez przegrody budowlane jest w dobie racjonalizo-
wania zuzycia energii jednym z gtownych problemow projektowych i wykona-
wczych, interesujacych inzynierow budownictwa. Dyfuzyjny przeptyw pary
wodnej moze wplywac na wiele niekorzystnych zjawisk, jak np. korozja bio-
logiczna i chemiczna, co w znaczacy sposob pogarsza wiasciwoscei fizyko — me-
chaniczne materiatéw (rys. 1.2). Oddziatuje to na trwato$¢ i cechy uzytkowe
wykonanych z nich konstrukcji. Korozja chemiczna materiatéw budowlanych
spowodowana jest m.in. przez ré6znego rodzaju agresywne zwigzki chemiczne,
ktore w polaczeniu z woda tworza kwasy: solny, siarkowy i weglowy [Dylla
2009]. Innym chemicznym skutkiem zawilgocenia sa wykwity soli na powierz-
chniach zewnetrznych materiatow. No$nikiem soli jest woda — podczas jej od-
parowywania dochodzi do krystalizacji soli. Z kolei korozja biologiczna przeja-
wia si¢ przede wszystkim w rozwoju glonéw, mchow, porostow, bakterii i grzy-
bow, ktore wptywaja nie tylko na wlasciwosci materiatu, ale przede wszystkim
s zagrozeniem dla zdrowia osob, majacych kontakt z tymi elementami.

11



Modelowanie termodyfuzji sprzezonej metodq elementow czasoprzestrzennych

Rys. 1.2. Przyktady korozji biologicznej przegréd budowalnych [Sosnowska 2015]

Wilgo¢ ma znaczacy wplyw na izolacyjnos¢ cieplng materiatow budowla-
nych, co przyktadowo zostato zaprezentowane na rys. 1.3. Woda, wnikajac
W pory materiatu, wypiera powietrze. Poniewaz woda ma wielokrotnie wyzszy
wspotczynnik przewodzenia ciepta A niz powietrze (Apowierza= 0,02 W/mMK,
Mogy= 0,6 W/mK), powoduje tym wigksze obnizenie termoizolacyjnosci, im
wigksza jest jej ilo§¢ w materiale [Dylla 2009]. W niektérych materiatach
budowlanych, pory i kapilary pozwalajg na wypehienie wodag do 40% obj¢tosci
catkowitej materiatu. Czesto do opisu zaleznos$ci miedzy zawartoscig wilgoci
a wspotczynnikiem przewodzenia ciepta A wykorzystuje si¢ prosta zalezno$¢
liniowa, mimo iz jest ona wazna tylko w przypadku niektorych materiatow
budowlanych. Zawilgocenie powoduje rowniez zmniejszenie wytrzymatosci
mechanicznej materiatow. Jest to spowodowane m.in. ostabianiem potaczen
migdzy krysztatami siatki wewngtrznej materiatu na skutek wilgoci. Ponadto
nadmierne zmiany objgtosci elementu, na skutek wahan zawartosci wody,
wywotujg skurcz i naprgzenia. Prowadzi to czesto do powstawania rys i spgkan,
ktére rowniez przyczyniaja si¢ do spadku wytrzymalosci. Dla przyktadu,
wytrzymalo$¢ na Sciskanie betonu komoérkowego jest od 10 do 27% nizsza przy
wilgotnosci 30% w stosunku do wilgotno$ci wynoszacej 8% [Dylla 2009].

12
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Rys. 1.3. Wyniki pomiaréw wspotczynnika przewodzenia ciepta dla roznych

materiatow w zaleznosci od ich wilgotnosci wzglednej [Gawin 2007]

Trudnos$ci w opisie procesow cieplno — wilgotno$ciowych materiatow
budowlanych, ktore sa w wickszoSci materiatami porowatymi, wynikaja
Zroznych mechanizméw przenoszenia masy i energii. Zaleza one w duzej
mierze od stanu zawilgocenia materialu, jego struktury wewngtrznej oraz
zachodzacych przemian fazowych. Wilgo¢ w materialach budowlanych
wystepuje w réznorodnych postaciach [Gawin 2000]:

>

woda zwigzana chemicznie — powstaje na skutek rozktadu niektorych
zwigzkoéw chemicznych, budujacych szkielet materiatu, jest to proces
nieodwracalny, woda zwigzana chemicznie doznaje jedynie niewielkich
przemieszczen na skutek odksztatcen materiatu;

woda zaadsorbowana fizycznie — ten typ wilgoci przemieszcza si¢ na
skutek dyfuzji wody na powierzchni elementu z obszaréw o wyzszej
koncentracji wilgoci ku obszarom o nizszej koncentracji;

woda Kkapilarna — przeptyw wody kapilarnej spowodowany jest
gradientem ci$nienia wody lub dzialaniem sit grawitacji, proces ten
traktowany jest zwykle jako dyfuzja wywotana gradientem koncentracji
wilgoci i opisywany prawem Ficka;

woda swobodna — w wigkszosci przegrod budowlanych wystepuje ona
jedynie w sytuacjach wyjatkowych, takich jak powddz lub obfite opady
deszczu, przeptyw wody swobodnej odbywa si¢ wedtug podobnych
mechanizméw co w przypadku wody kapilarnej, jednakze wigksza role
odgrywaja sity grawitacji;

para wodna — moze si¢ ona przemieszcza¢ w wyniku dyfuzji czastek
wody (ten mechanizm mozna opisa¢ prawem Ficka) oraz na skutek

13
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unoszenia adwekcyjnego czastek wody wraz ze strumieniem gazu (ten
mechanizm mozna opisa¢ prawem Darcy’ego);

» 16d — w wiekszosci przegréd budowlanych nie wystepuje on w warun-
kach normalnej eksploatacji, na ogét przyjmuje sie, ze 16d nie moze si¢

przemieszczac.
Wigcej na ten temat mozna znalezé w monografii Gawina [Gawin 2000],
W ktorej sformutowano zagadnienie poczatkowo — brzegowe opisujace

sprzgzone zjawiska cieplno — wilgotnosciowe w odksztalcalnych materiatach
budowlanych z uwzglgdnieniem m.in. struktury wewnetrznej wielofazowego
o$rodka, przemian fazowych, procesu hydratacji lub dehydratacji cementu,
podstawowych mechanizméw ruchu wody w réznych stanach skupienia.
Wykorzystujac metode elementéw skonczonych, metodg roéznic skonczonych
oraz zmodyfikowana metod¢ Newtona-Raphsona, wykonano obliczenia
dotyczace m.in. procesu wysychania $ciany wykonanej z betonu komorkowego
i higro-termicznego zachowania si¢ ceglanej $ciany w réznych wariantach
ocieplenia.

Poznanie ztozonych proceséw przeptywu masy i ciepta, pozwala rowniez
na modelowanie zachowania si¢ konstrukcji w sytuacjach wyjatkowych, takich
jak pozar, powodz, czy awaria nuklearna. Reakcja elementow konstrukcyjnych
na zwigkszanie temperatury otoczenia, ma rowniez znaczenie podczas oceny ich
odpornosci ogniowej. Wahajacy sie zakres temperatur wptywa na cechy fizy-
czne materialu oraz wody (lub pary wodnej). W materiale porowatym, modyfi-
kacjom ulega rowniez wewnetrzna struktura porOw, przez co zmieniaja si¢ jego
podstawowe wiasciwosci. W przypadku betonu, podlega on dodatkowo dechy-
dratacji, co uwidacznia si¢ w postaci upustéw ciepta i zrédet wody swobodnej
[Gawin 2011]. Na skutek dziatania temperatury powstajg peknigcia i zaryso-
wania, co prowadzi do utraty szczelno$ci betonu i w konsekwencji do korozji
stali zbrojeniowej w wyniku migracji wilgoci do wnetrza konstrukcji. Ponadto,
w bardzo wysokich temperaturach, wystepuje na ogot gwaltowne zjawisko
eksplozyjnego odpryskiwania fragmentéw konstrukcji, a proces niszczenia ma
wplyw na przepuszczalno$¢ witasciwg betonu. Gwattowne zmiany temperatury
wplywaja réwniez na mechanizmy przenoszenia wilgoci oraz na zachodzace
przemiany fazowe i chemiczne. Powyzsze zjawiska fizyczne, zachodzace
w betonie w wysokich temperaturach oraz szeroki przeglad literatury z zakresu
modelowania betonu we wspomnianych wyzej warunkach, zostaty przedsta-
wione przez Gawina w dwuczes$ciowej pracy [Gawin 2011].

Niekontrolowana termodyfuzja moze mie¢ bardzo negatywne skutki.
Przyktadem jest zachowanie si¢ drewna w atmosferze 0 dynamicznie
zmieniajacej si¢ wilgotnosci. Material ten moze z jednej strony absorbowac
par¢ wodng z otoczenia, z drugiej za$ strony — przy niskiej wilgotno$ci
powietrza — mokre drewno oddaje par¢ wodna. Na skutek wysychania materiatu
dochodzi do skurczu akonsekwencja niejednorodnego rozktadu wilgoci
wewnatrz elementu jest powstanie odksztatcen inaprezen. Jezeli dyfuzja
zachodzi powoli, rozktad wilgoci wewnatrz elementu mozna uzna¢ za réwno-
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mierny 1 material jest pozbawiony wewngtrznych naprezen suszarniczych
[Sliwa 2014]. Przyspieszenie tego procesu, czesto pozadane ze wzgledow
technologicznych i1 ekonomicznych, moze nastapi¢ na skutek dostarczenia
ciepta lub dzigki poddaniu elementéw drewnianych dzialaniu sit zewnetrznych.
Niekontrolowany, lub nieumiej¢tnie przeprowadzony proces wysychania, moze
doprowadzi¢ do paczenia si¢ elementéw drewnianych, powstawania szczelin,
pekania lub innych uszkodzen. W materiale powstaja niepozadane, ze
wzgledow  wytrzymalosciowych, naprezenia wewngtrzne. Modelowanie
rozktadu wilgoci w suszonym materiale lub symulacja zjawisk zachodzacych
W procesie suszenia, pozwala zidentyfikowac te fazy suszenia, w ktoérych moze
dojs¢ do niepozadanych konsekwencji. Umozliwia to $wiadome sterowanie
procesem usuwania wilgoci, poprzez zwigkszanie tempa suszenia na etapach,
ktére nie wpltywaja na jako$¢ gotowych elementow. Wiecej na temat
niekorzystnych zjawisk towarzyszacych procesowi transportu wilgoci mozna
znalezé w rozprawie doktorskiej Sliwy [Sliwa 2014]. W pracy tej
przedstawiono rozwigzanie numeryczne modelu matematycznego, stuzacego do
opisu zjawisk zachodzacych podczas suszenia materiatow ilastych.

Innym destrukcyjnym przyktadem oddziatywania procesow cieplno — wil-
gotno$ciowych na materiaty budowlane sa odksztalcenia mechaniczne 1 powsta-
jace w efekcie naprezenia w zewnetrznych wyprawach przegrod budowlanych.
Szacuje sie, ze w przeciggu doby warstwa ta jest poddawana zmianom
wilgotnosci wzglednej dochodzacym do 80% i zmianom temperatury do 40°C —
przy swobodnym odksztatcaniu odpowiada to zmianie dlugosci wywolanej
przyrostem temperatury wynoszacej 0,4 mm/m, a wywolanej przyrostem wil-
gotnosci 0,7 mm/m [Gawin 2007]. Te zjawiska sa na szczeScie przeciwstawne,
poniewaz wzrost temperatury powoduje obnizenie wilgotnosci wyprawy
tynkarskiej. Z uwagi na brak swobody odksztatcen, powstaja naprezenia, ktore
mogg powodowal powstanie zarysowan, a W skrajnych przypadkach nawet
oderwanie warstwy wykonczeniowej od podioza.

15



Modelowanie termodyfuzji sprzezonej metodq elementow czasoprzestrzennych

2. AKTUALNY STAN WIEDZY ODNOSZACY SIE DO
ZAGADNIENIA TERMODYFUZJI SPRZEZONEJ
| METODY ELEMENTOW CZASOPRZESTRZENNYCH

2.1. PRZEGLAD LITERATURY Z ZAKRESU METODY
ELEMENTOW CZASOPRZESTRZENNYCH

Pierwsze sformulowanie zalezno$ci pomiedzy zmiennymi przestrzennymi
a zmienng czasowa w obszarze czasoprzestrzennym zostato przedstawione
w opracowaniu Gurtina [Gurtin 1964]. W p6zniejszych pracach, m.in. Argyrisa
[Argyris 1969, Argyris 1972], zaczeto traktowaé jednakowo dyskretyzacje
przestrzenng i czasowa. Nastepnie odstapiono od tych rozwazan, koncentrujac
si¢ na niezaleznej dyskretyzacji w czasie i w przestrzeni. Rozwigzywanie
zagadnien dynamicznych sprowadzato si¢ do dyskretyzacji przestrzennej
konstrukcji jedng metoda (np. metoda elementéw skonczonych, elementéw
brzegowych), a nastgpnie catkowania pochodnych czasowych z uzyciem innej
metody (np. Newmarka, roznic skonczonych). W 1975 roku Kaczkowski
powrocit do czasoprzestrzennego podziatu przestrzeni przy rozwigzywaniu
zagadnien mechaniki konstrukcji. W swoich pracach przedstawit on inter-
pretacje fizyczng sformutowanych wczesniej wielkosci czasoprzestrzennych
oraz opracowal rOwnanie czasopracy wirtualnej [Kaczkowski 1975,
Kaczkowski 1976].
Poczatkowo metode elementdw czasoprzestrzennych wykorzystywano do
rozwigzywania zagadnien dynamiki liniowej [Kaczkowski 1975, Kaczkowski
1976]. Nastepnie pojawily sie¢ prace dotyczace stabilnosci tej metody
[Cyganecki 1979, Cyganecki 1980, Bajer 1987, Podhorecki 1989], przy czym
wskazano rowniez na mozliwo$¢ uzyskania bezwarunkowo stabilnego
rozwiazania poprzez modyfikacje funkcji ksztattu [Kacprzyk 1983, Kacprzyk
1984]. Kolejnym etapem bylo zastosowanie nieprostokatnych elementoéw
czasoprzestrzennych, w szczegdlnosci wprowadzenie niestacjonarnego w czasie
podziatu czasoprzestrzeni lub elementéw czterowymiarowych [Kaczkowski
1983, Bajer 1984, Bajer 1986, Kacprzyk 2017, Dumont 2018].
W licznych publikacjach dokonano prob wykorzystania metody elementow
czasoprzestrzennych do rozwigzywania bardziej ztozonych zagadnien, m.in.
z zakresu:
» termosprezystosci [Kaczkowski 1982, Kaczkowski 1985, Kaczkowski
1989, Bajer 1993, Bajer 1995, Larsson 2003, Darrall 2018, Wakeni
2019, Quaine 2020, Steinbach 2020, Kopp 2021];

» dyfuzji, przeptywu cieczy w ciatach porowatych [Runesson 2001,
Bause 2017, Bu 2019];

» lepkosprezystosci [Podhorecki 1985, Podhorecki 1986, Podhorecki
1991, Shaw 2000, Lachowicz 2017, Shaw 2019, Zhang 2020];
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» zagadnien geometrycznie nieliniowych [Podhorecka 1988, Bohatier
1992, Podhorecka 1998, Karakashian 1999, Pei 2019, Wakeni 2019,
Kopp 2021];

» materialow kompozytowych [Podhorecki 1994, Janiak 2007, Burns
2022];

» zagadnien kontaktowych [Bajer 1988, Bajer 1991, Bohatier 1995, Bajer
1997, Gimperlein 2019].

Podstawy teoretyczne i szczegdtowy opis metody elementow czasoprze-
strzennych przedstawiono m.in. w pracach Bajera [Bajer 1989], Kaczkowskiego
[Kaczkowski 1995] i Podhoreckiego [Podhorecki 2005].

Warto wspomnie¢, ze Frontin i inni wskazuja, iz metoda elementow
czasoprzestrzennych jest obiecujacym podej$ciem do rozwigzywania réwnan
rozniczkowych czastkowych. W metodzie tej mozliwa jest bowiem adaptacyjna
redystrybucja stopni swobody, zar6wno w przestrzeni jak i w czasie, w celu
optymalizacji rozwigzania. Jednocze$nie zwracajg oni uwage, iz aplikacja tej
metody do rzeczywistych problemow inzynieryjnych pozostaje otwartym
obszarem badan, m.in. z uwagi na trudnoSci w opisie przestrzeni
czterowymiarowej (3d+t). Stad w swojej pracy [Frontin 2021] Frontin i inni
usystematyzowali informacje na temat procedury konstruowania elementéw
czterowymiarowych oraz zasad catkowania numerycznego wraz z przyktadami.

2.2. PRZEGLAD LITERATURY Z ZAKRESU
TERMODYFUZJI

Bibliografia dotyczaca zagadnien termosprezystosci i termodyfuzji jest
bardzo liczna. Podstawa rozwoju tych dziedzin byty badania z zakresu
elastokinetyki i teorii naprezen cieplnych. W klasycznej elastokinetyce zakta-
dano, Zze proces wymiany ciepta pomigdzy czastkami ciata nastgpuje bardzo
wolno. W takim przypadku ruch zwigzany z przewodnictwem cieplnym mozna
traktowa¢ jako adiabatyczny, co oznacza, ze podczas przemiany termodyna-
micznej, nie nastgpuje wymiana ciepta miedzy uktadem a otoczeniem. Z kolei
w teorii naprezen cieplnych, podstawe stanowito klasyczne réwnanie przewo-
dnictwa cieplnego, w ktorym nie wystepowal czton zwigzany z deformacja.
Przyjmowano zatem zatozenie upraszczajgce, pomijajac wzajemne oddziatywa-
nie pola temperatur i pola odksztatcen. Rozwigzujac rownanie przewodnictwa
cieplnego, wyznaczano rozktad temperatur w rozpatrywanym obszarze. Nastep-
nie, znajac pole temperatur, okreslano wielkos¢ deformacji z réwnania teorii
sprezystosci. Liczne przyktady rozwigzania rbwnania przewodnictwa cieplnego,
zarbwno metodami analitycznymi, jak 1 numerycznymi, mozna znalez¢
w monografii Wisniewskiego [Wisniewski 2000].

Prekursorem badan z dziedziny termosprezystosci byt Biot, ktory w swojej
pracy [Biot 1956] wyprowadzil podstawowe zaleznosci i réwnania, a takze
sformutowal twierdzenia wariacyjne i na szeregu przyktadéw objasnil ich
zastosowanie. Jako pierwszy opart si¢ na zwigzkach termodynamiki procesow
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nieodwracalnych, poniewaz w przemianach zwigzanych ze zmiang temperatury
wystepuje odwracalny proces sprezysty i niecodwracalny proces termodynami-
czny (wywolany przez samorzutny proces przenoszenia ciepta). Pierwsze
rozwigzanie dynamicznego zagadnienia teorii naprezen cieplnych zostato
przeprowadzone przez Danitowska [Danitowska 1950]. Dotyczyto ono potprze-
strzeni sprezystej X; > 0 ogrzanej nagle do pewnej temperatury w ptaszczyznie
Xl =0.

Podobnie jak w przypadku termospregzystosci, tak i termodyfuzja w ciatach
staltych byla pierwotnie traktowana tak, jak gdyby nie miata ona wptywu na
deformacj¢ ciata. Pierwsze zwigzki i rownania rézniczkowe termodyfuzji
w cialach statych zostaly wyprowadzone w roku 1961 przez Podstrigacza
[Podstrigacz 1961].

Rozwoj przemystu energetycznego, rakietowego i nuklearnego w drugiej
potowie XX wieku, przyczynil si¢ do postepu badan z dziedziny termo-
sprezystosci, a nastepnie termodyfuzji. Znaczacy wktad w rozwoj teoretyczny
tych zagadnien mieli naukowcy rosyjscy, migdzy innymi Kupradze [Kupradze
1950, Kupradze 1970], Podstrigacz [Podstrigacz 1960, Podstrigacz 1965],
Majziel [Majziel 1951]. Niezwykle istotne byly rowniez prace Carslaw’a
[Carslaw 1951], Boley’a [Boley 1960] oraz Lord’a i Shulman’a [Lord 1967].
W Polsce bogate zrodto wiedzy zwigzanej z termosprezystoscia i termodyfuzja
stanowig monografie Nowackiego [Nowacki 1960, Nowacki 1966, Nowacki
1972, Nowacki 1981, Nowacki 1986, Nowacki 1991]. Pod jego naukowym
kierownictwem zostal zalozony os$rodek, zajmujacy si¢ zagadnieniami
termospre¢zystymi. W licznych publikacjach i monografiach usystematyzowat
on podstawowe prawa, zalezno$ci, rownania, a takze twierdzenia energetyczne
i wariacyjne z zakresu klasycznej sprzezonej termosprezystosci, termolepko-
sprezystosci i termodyfuzji. Obok Nowackiego, wspomnie¢ nalezy rowniez
prace Roznowskiego [Roznowski 1969, Roznowski 1988], Stefaniaka
[Stefaniak 1982, Stefaniak 1980, Stefaniak 1987, Stefaniak 1998], Ignaczaka
[Ignaczak 1958, Ignaczak 1989] i Kubika [Kubik 1986, Kubik 1999, Kubik
2012].

Rozwigzania analityczne zagadnien termosprezystosci i termodyfuzji,
jakkolwiek do$¢ liczne, zawierajg szereg zatozen upraszczajacych, przez co
ograniczajg si¢ do stosunkowo prostych, elementarnych przypadkéw [Sternberg
1957, Boley 1960, Sneddon 1960, Nowacki 1972, Mokryk 1982]. Najczesciej
stosowang w zagadnieniach termosprezystos$ci oraz termodyfuzji i jednoczesnie
najbardziej popularng metoda numeryczng jest metoda elementow skonczonych
(MES). Znalazta ona zastosowanie zar6wno w elementach dwuwymiarowych,
jak i przestrzennych [Hsu 1986, Gawin 2000, Dobiszewska 2003, Dobiszewska
2004, Gawin 2011, Madureiraa 2021]. W przypadku quasi-statycznej termo-
sprezystosci  sprzezonej, z powodzeniem wykorzystywano rowniez metode
elementow brzegowych (MEB). W publikacjach znalez¢ mozna rozwigzania,
otrzymane przy wykorzystaniu tej metody, zarowno dla ciat izotropowych, jak
i anizotropowych [Tanaka 1995, K&gl 2003, Leitner 2021, Jiang 2022]. W kilku
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pracach poczyniono udane proby zastosowania metody elementdéw czasoprze-
strzennych (MECZ) do rozwigzywania zagadnien uwzgledniajacych przeptyw
ciepta [Kaczkowski 1985, Bajer 1995, Larsson 2003, Podhorecki 2005, Bradley
2018, Shivay 2019]. Na uwage zastuguje rowniez nowatorskie uogolnienie
metody r6znic skonczonych na bezposrednig dyskretyzacje przestrzenno-
czasowa. Podobnie jak ma to miejsce w metodzie elementow czasoprze-
strzennych, 0§ czasu zostata wprowadzona na rowni z wymiarami przestrzen-
nymi i dokonano jednoczesnej dyskretyzacji przestrzennej i czasowej. Metoda
ta rozwigzano zagadnienia uwzgledniajace przeptyw cieplta, w szczegoélnosci
przyklady dynamicznej sprzezonej termosprezystosci w ptytach jednorodnych
i niejednorodnych w réznych wariantach obcigzenia [Lei 2020, Lei 2022].
Interesujace jest rowniez zastosowanie w zagadnieniach termospregzystosci
metody sktadnikéw pozornych (MSP), ktora jest uogdlnieniem metody zrodet
pozornych, opracowanej w polowie lat osiemdziesigtych XX wieku przez
Stefaniaka. Koncepcja tej metody polega na rozszerzeniu obszaru zajmowanego
przez model ciala na calg przestrzen i sformutowaniu zagadnienia przestrzen-
nego Helmholtza w tak okreslonym, fikcyjnym osrodku. Przyktad zastosowania
metody sktadnikow pozornych w termosprezystosci wraz z praktycznymi przy-
ktadami numerycznymi przedstawiono w monografii Jankowskiego [Jankowski
2007]. Atrakcyjng alternatywe dla wyzej opisanych metod numerycznych
opartych na siatce, stanowig réwniez metody bezsiatkowe. Hasanpour i inni
zaproponowali metod¢ w pelni bezsiatkows, oparta na bazie punktow
rozproszonych. Zaleta tych analiz jest rowniez wykorzystywanie wielomianéw
niskiego stopnia przy budowie macierzy sztywnosci i mas. W Kkilku pracach
wykorzystano metody bezsiatkowe do rozwigzania zagadnien sprzg¢zonej
termosprezystosci [Zheng 2015, Hasanpour 2018].

Rownolegle z rozwojem metod numerycznych, trwaty prace nad nowymi
modelami zjawiska termodyfuzji, zawierajacymi pewne uogodlnienia. Jedna
z grup, ktére mozna wyodrgbni¢, stanowig zagadnienia, w ktérych uwzglednia
sie wptyw innych pol niemechanicznych, jak np. pola elektrycznego i elektro-
magnetycznego [Nowacki 1966, Stefaniak 1982, Maruszewski 1986, Piekarski
2005, Jedrzejczyk-Kubik 2006, Othman 2010] lub przemiany fazowe i chemi-
czne [Gawin 2000, Gawin 2011]. Kolejng grupg uogdlnien stanowig modele
uwzgledniajgce np. teori¢ plastycznosci lub lepkosprezystosci ciat [Jedrzejczyk-
Kubik 1998, Kubik 1999, Nguyen 1999]. Prowadzone byly rowniez prace nad
modelowaniem proceséw termodynamicznych w przypadku wielosktadni-
kowego osrodka mikropolarnego [Nowacki 1981, Nowacki 1991, Bojczuk
1998, Wieczorek 2009, Kubik 2012], w ktorych korzysta si¢ z modyfikacji
klasycznego modelu ciaglego ciata statego poprzez zatozenie, Ze transmisja
obcigzen odbywa si¢ nie tylko poprzez wektor sity, ale rowniez przez wektor
momentu. Poszukiwano rowniez modeli termosprezystych, ktore bytyby
W stanie jak najlepiej odzwierciedli¢ porowatos¢ materiatow [Aouadi 2010, van
Duijn 2020, Davarzani 2021, Saeedmonir 2022]. Saeed i inni w swojej pracy
przedstawili szczegotowe analizy numeryczne rozktadu wielkosci fizycznych
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(pola temperatur, naprezen iprzemieszczen) w jednowymiarowym, izotro-
powym, sprezystym osrodku porowatym, zaréwno dla fazy statej, jak i cieklej
[Saeed 2020]. Natomiast Shivay i inni opracowali model materiatu poro-
termosprezystego uwzgledniajgcego anizotropi¢ materiatu [Shivay 2021].
Szczegblng grupe zagadnien z zakresu termodyfuzji ciat statych, stanowig mo-
dele opisujace przeptyw ciepta i wilgoci w konstrukcjach betonowych [Gawin
2000, Majewski 2007, Klemczak 2010, Gawin 2011, Cheng 2022].

Bardzo czgsto modele teoretyczne, nawet te bardzo rozbudowane, nie
odzwierciedlaja spostrzezen uzyskiwanych z doswiadczen. Niektore procesy,
zachodzace w okreslonych warunkach, nie znajdujg teoretycznego uzasadnie-
nia. Przykladem moze by¢ termodyfuzja wodoru w stali, podczas ktorej
zachodzg liczne reakcje chemiczne, wywolujace silnie nieliniowe procesy. Stad
odrgbng grupe rozwijanych zagadnien z zakresu termodyfuzji stanowity badania
eksperymentalne, w szczeg6lnosci zwigzane z wyznaczaniem wspotczynnikow
dyfuzji réznych materiatow (np. [Swirska-Perkowska 2015, Jasielec 2017,
Szweda 2019, Jasielec 2020]).

2.3. PODSUMOWANIE

Z przedstawionego powyzej przegladu literatury wynika, Zze metoda
elementow czasoprzestrzennych jest nadal stosowana i rozwijana. Z jej uzyciem
rozwigzywane sg coraz bardziej ztozone zagadnienia, a i sama procedura jest
modyfikowana i udoskonalana. Coraz czgsciej doceniane sg liczne zalety tej
metody, wynikajace z rozwazania czasu t jako czwartej wspotrzednej, na rowni
ze wspotrzgdnymi przestrzennymi X. Przede wszystkim, dokonuje si¢
jednoczesnej dyskretyzacji przestrzennej i czasowej, zatem w przypadku zagad-
nien poczatkowo — brzegowych, uktad réwnan rézniczkowych czastkowych
przeksztatca si¢ wprost w uktad roéwnan algebraicznych. Nieskrepowana
dyskretyzacja stwarza réwniez mozliwo$ci dostosowywania siatki podziatu do
zachodzacych procesow.

Wykazano rowniez, ze termodyfuzja jest zjawiskiem istotnym w budow-
nictwie, poczawszy od zagadnien cieplno-wilgotnosciowych, poprzez obrobki
cieplno-chemiczne metali, az po procesy zachodzace w dojrzewajacym betonie,
ktore pozniej majg istotny wptyw na jego wlasciwosci. Jednoczes$nie wskazano
na liczne trudno$ci w modelowaniu zagadnien z zakresu termodyfuzji, ktore
wynikaja z réznych mechanizméw przenoszenia masy i energii. Przebieg tego
procesu zalezy w duzej mierze od stanu zawilgocenia materiatu, jego struktury
wewngtrznej oraz zachodzacych przemian fazowych. Wiele mechanizméw jest
jeszcze nierozpoznanych, stad opis tego zjawiska jest nadal udoskonalany.

Z powyzszych analiz wynika, ze zardwno zagadnienia z zakresu termody-
fuzji, jak 1 metody elementéw czasoprzestrzennych sg nadal aktualne i majg
istotne znaczenie w budownictwie. Sg to dziedziny rozwojowe, w ktérych
w ostatnich latach poczyniono znaczne postgpy. Stad celowe wydaje sig
zastosowanie metody elementow czasoprzestrzennych do rozwigzania zagadnie-
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nia poczatkowo-brzegowego termodyfuzji sprze¢zonej, co stanowi przedmiot
niniejszej rozprawy.
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3. ZAGADNIENIE POCZATKOWO - BRZEGOWE
TERMODYFUZJI SPRZEZONEJ

3.1. SFORMULOWANIE PROBLEMU, PRZYJETE
ZALOZENIA

Rozpatruje si¢ cialo stale o obszarze B, stanowigce podzbidr przestrzeni
euklidesowej trojwymiarowej, gdzie X = (X;, Xz, X3) (rys. 3.1). Przez B
oznaczono wngtrze ciata, a przez 0B jego powierzchni¢ graniczng, na ktora
skfadajg si¢ 0By, B, 0Br, 0Bc. Przez dB,, oznaczono powierzchnig graniczng,
na ktorej znane sg przemieszczenia u; (X, t), przez dB,, powierzchnig graniczna,
na ktoérej znane sg obcigzenia p;(X,t), przez 0Br powierzchni¢ graniczng, na
ktorej znany jest rozktad pola temperatury T(X,t), natomiast przez 9B
oznaczono powierzchnie graniczna, na ktdrej znany jest rozklad pola stezenia
substancji dyfundujacej C (X, t).

B=B U IB, (3.1)
0B = 0B, U 0B, U JdBr U JB.

X;

pi(X,t)
0B, 0B,

dBy
9B

X

Rys. 3.1. Obszar rozpatrywanego ciala statego

Cialo state w stanie niezdeformowanym i beznaprezeniowym (w chwili t =
0) charakteryzuje sie pewng ustalong temperaturg T, = T(X,ty) i stezeniem
substancji dyfundujacej Cp = C(X,ty) . Taka charakterystyka osrodka zwana
jest stanem naturalnym. Pod wplywem dzialania obcigzen zewnetrznych (sit
powierzchniowych i masowych), wskutek dziatania Zrodet ciepta i masy wew-
natrz ciala lub/i na skutek zmiany temperatury i wyrdbwnywania st¢zen substan-
cji dyfundujacej w obszarze, ciato dozna deformacji. Powstang w nim wowczas
przemieszczenia u; (X, t), odksztatcenia &;;(X, t), napr¢zenia o;;(X, t), tempe-
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ratura zmieni si¢ 0 6(X,t) = T — T, a stezenie substancji dyfundujacej zmieni
sigoc(X,t) =C —Cy.
Do dalszych rozwazan przyjmuje si¢ nastgpujace zatozenia:
» rozpatruje si¢ osrodek ciagly, fizycznie i geometrycznie liniowy;
» towarzyszaca deformacji zmiana temperatury 6(X,t) =T —T, jest
umiarkowana;
» towarzyszaca deformacji zmiana st¢zenia substancji dyfundujacej
c(X,t) = C — C, jest umiarkowana.

3.2.  PODSTAWOWE ROWNANIA DYFUZJI
| PRZEWODNICTWA CIEPLNEGO

3.2.1. Prawo Fouriera

Prawo Fouriera opiera si¢ na hipotezie, ze wektor strumienia ciepla jest
wprost proporcjonalny do gradientu temperatury [Dylla 2009, Fung 1969,
Nowacki 1991, Wisniewski 2000]:

_ oT
qi = —k T,i = —ka—xi, (32)
gdzie:

, . L w
q; — sktadowa wektora gesto$ci strumienia ciepla [F]’

k — wspoélczynnik przewodzenia ciepta [ﬁ],
T — temperatura bezwzgledna [K].

Ujemny znak we wzorze (3.2) wynika z faktu, Zze kierunek przeptywu
ciepta nastepuje z obszaru o temperaturze wyzszej do obszaru o temperaturze
nizszej. Rownanie to jest stuszne jedynie dla cial izotropowych oraz przy
stosunkowo niewielkich zmianach temperatury |6/T,| < 1. Ponadto roéwnanie
Fouriera zostato sformutowane tak, jak gdyby nie istniata dyfuzja a ciato byto
nieodksztalcalne.

Wspotczynnik przewodzenia ciepla k zalezy od rodzaju przewodzenia
ciepla (elektronowe, fononowe, molekularne) [Wisniewski 2000]. Z tego wzgle-
du, najwyzsze wspdlczynniki przewodzenia ciepta charakteryzujag metale,
W ktorych ciepto przenoszone jest poprzez ruch swobodny elektronéw. Nato-
miast najnizszymi warto$ciami wspotczynnika przewodzenia ciepta k odzna-
czaja si¢ gazy, w ktorych dominuje przewodzenie ciepta za pomoca ruchu
czasteczek (rys. 3.2).
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Rys. 3.2. Zakres warto$ci wspotczynnikow przewodzenia ciepta k [%] roéznych
substancji [Wisniewski 2000]

3.2.2. Prawo Ficka

Fick sformutowat prawo dyfuzji, wzorujac si¢ na wczesniejszym prawie
przewodnictwa cieplnego Fouriera. Zgodnie z prawem Ficka, wektor przeptywu
substancji dyfundujacej jest wprost proporcjonalny do gradientu stezenia
substancji dyfundujacej [Nowacki 1991]:

N = -D C,i = —Daa_;l, (33)

gdzie:

7n; — skladowa wektora przepltywu substancji dyfundujacej [mlf S],

2
D — wspblezynnik dyfuzji [mT],
C - stgzenie substancji dyfundujace;j [%].

Ujemny znak we wzorze (3.3) wynika z faktu, ze dyfuzja odbywa si¢
w kierunku przeciwnym do wzrostu stezenia substancji dyfundujacej. W wielu
przypadkach, takich jak dyfuzja w cieczy, gazie czy tez izotropowym ciele
stalym, mozna przyjaé, ze D jest wspotczynnikiem stalym. Ponadto prawo to
jest sluszne jedynie przy stosunkowo niewielkich zmianach stezenia substancji
dyfundujacej |c/Cy| < 1. Réwnanie Ficka, podobnie jak prawo Fouriera,
zostalo sformutowane tak, jak gdyby nie istnial przeptyw ciepta a cialo byto
nieodksztalcalne.

Warto$¢ wspétczynnika dyfuzji D jest zalezna m.in. od temperatury
i stezenia substancji dyfundujacej. Z uwagi na fakt, ze wspolczynnik ten
uwzglednia kilka cech materiatowych, mozna go wyznacza¢ jedynie
eksperymentalnie [Marynowicz 2007]. Przyklady wyznaczania warto$ci
wspoétczynnika dyfuzji dla réznych materiatlow i przy wykorzystaniu réznych
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metod mozna znalezé m. in. w pracach Jarosa [Jaros 2011], Marynowicza
[Marynowicz 2007], Szwedy [Szweda 2012, Szweda 2019] i Jasielca [Jasielec
2017, Jasielec 2020].

3.2.3. Pierwsza zasada termodynamiki

Z pierwsza zasada termodynamiki zwigzane jest pojecie uktadu, jako
wyrdznionego zbioru czastek materialnych [Fung 1969]. Wyrdézniamy
nastepujace typy uktadow:

» uklad otwarty — mamy z nim do czynienia wowczas, gdy mozliwy jest

przeptyw masy pomiedzy uktadem a otoczeniem;

» uktad zamkniety — wystepuje wowczas, gdy nie nastepuje wymiana ma-

sy pomiedzy uktadem a otoczeniem, ale mozliwy jest przeptyw energii;

» uktad izolowany — taki uktad, ktoéry nie wymienia z otoczeniem ani ma-

sy, ani energii.

W zagadnieniach termodyfuzji sprz¢zonej przyjmuje si¢ zatozenie, ze
uktad jest zamknigty, a nawet izolowany [Fung 1969, Nowacki 1991].
Zatozenie to nie jest Sciste, jezeli uwzglednimy zmiane masy, wynikajaca
z procesu dyfuzji (np. utrata wilgoci w procesie wysychania, przyrost masy
azotu podczas azotowania itp.). Jednakze z uwagi na niska dynamike procesu
termodynamicznego (przyjeto zatozenia: |8/Ty| < 1 oraz |c/Cy| < 1) mozna
przyjac¢, ze zmiana masy jest pomijalnie mata. Uwzglednienie zmiany masy
ciata pociggneto by za sobg szereg konsekwencji [Nowacki 1991]:

» konieczno$¢ zastgpienia zasady zachowania masy, rownaniem bilansu

masy;

» konieczno$¢ uwzglednienia masy catkowitej ciata w réwnaniu bilansu

pedu;

» konieczno$¢ uwzglednienia masy catkowitej ciata oraz energii kinetycz-

nej i cieplnej substancji dyfundujacej w rownaniu bilansu energii.
Uwzglednienie tych zmian spowodowatoby, ze uktad réwnan termodyfuzji
bylby nieliniowy.

Dla dowolnego procesu termodynamicznego w uktadzie zamknietym,
pierwsza zasade termodynamiki mozna zapisa¢ nastepujaco [Fung 1969]:

SU+K)=L+Q, (3.4)
gdzie:

U — energia wewnetrzna []],
K — energia kinetyczna []],

L —moc sit zewngtrznych [é],
Q — strumien ciepta, przyrost ilosci ciepta w czasie [é]
Calkowita charakterystyka rozwazanego uktadu, zwana stanem uktadu, jest
opisywana za pomocg zmiennych stanu. Jezeli zmienne stanu sg niezalezne od
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czasu, to dany uktad znajduje si¢ w rownowadze termodynamicznej. W przeci-
wnym przypadku méwimy, ze uktad podlega procesowi. Funkcje stanu sg to
takie zmienne, ktore mozemy wyrazi¢ jako jednowarto$ciowe funkcje uktadu
innych zmiennych [Fung 1969]. Maja one t¢ wlasnos$¢, ze ich warto$¢ zalezy
jedynie od poczatkowego i aktualnego stanu uktadu, a nie od tego jak ten stan
zostal osiagniety (nie zalezy od wyboru drogi, po ktorej nastepuje przemiana
termodynamiczna). W konsekwencji, rézniczka funkcji stanu jest rézniczka
zupelna. Z pierwszej zasady termodynamiki (3.4) wynika, Ze istnieje pewna
funkcja stanu, zwana energia wewnetrzng U, ktéra moze wzrasta¢ dzigki
wykonanej nad ukladem pracy, albo na skutek pochtaniania ciepta. Przyrost
W czasie energii wewnetrznej i kinetycznej jest rowny mocy sit zewnetrznych
i ilodci ciepta zaabsorbowanej przez ciato. Rownanie to jest nazywane zasadg
zachowania energii, poniewaz wynika z niego, ze w przyrodzie dokonuje si¢
jedynie przemiana jednej formy energii w inng — nie mozna jej zatem ani
zniszczy¢ ani wytworzy¢ (z niczego).

Przeprowadzmy teraz dyskusje poszczegolnych cztonéw réwnania (3.4):

» Moc sit zewngtrznych L sktada si¢ z mocy sit powierzchniowych oraz

mocy sit masowych [Nowacki 1972, Nowacki 1991]:

L= fpfl Vi dB + f Pi Vi d(aBp), (35)
B 0Bp

gdzie:
L —moc sit zewngtrznych [é],
p — gestos¢ objetosciowa ciata [%],
fi — sktadowa wektora intensywnos$ci obcigzenia przypadajacego
na jednostke masy [kﬂg],
v; — sktadowa wektora predkosci przemieszczen [?],
p; — sktadowa wektora sit powierzchniowych [%]

» Energi¢ kinetyczng K mozna opisa¢ nastepujaca zaleznoscig [Nowacki
1972, Nowacki 1991]:

p
K = Ef v; v; dB, (3.6)
B

gdzie:
K — energia kinetyczna [J],

p — gestosc objetosciowa ciata [%],

v; — sktadowa wektora predkosci przemieszczen [?]
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» Energi¢ wewnetrzng U mozemy przedstawic jako elementarng energig
swobodng zsumowang po objetosci rozwazanego ciata [Nowacki 1972,
Nowacki 1991]:

U= | UdB, (3.7)
I

gdzie:
U — energia wewngtrzna []],

U — elementarna energia wewnetrzna [#].

> Strumien ciepta Q, czyli przyrost iloéci ciepta w czasie, zapiszmy w na-
stepujacej postaci [Dobiszewska 2003]:

0=- fqinid(aB)+deB, (3.8)
9B B
gdzie:
Q — strumien ciepla, przyrost ilosci ciepta w czasie [é],
q; — sktadowa wektora gestosci strumienia ciepta [%],
n; — kosinus kierunkowy orientujacy powierz. graniczng 0B [-],

W — wydajnos¢ wewngetrznych zrodet ciepta [%].

Rownanie (3.8) mozemy dodatkowo przeksztalci¢, wykorzystujac
twierdzenie Gaussa — Ostrogradskiego [Fung 1969]:

fFl'j.l' dB = f Fl] n; d(aB)! (39)
B 0B
otrzymujac:
0=- f(qi,i — W) dB. (3.10)
B

Wprowadzajac zaleznosci (3.5) =+ (3.10) do roéwnania (3.4) otrzymujemy:

d f UdB +° f dB | =
dt 2 ) Vivi -
B 3 (3.11)

= fpflvldB + f pivid(aBp) - f(qi'i - W)dB
B 0By B
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Powyzsze réwnanie mozemy zapisa¢ w postaci:

f(U + pv;v,)dB = fpfividB + f p;v;d(0B,) — f(CIi,i — W)dB. (3.12)
B B B

BP
W celu przeksztatcenia zaleznosci (3.12), korzystamy z rownan rownowagi,
ktore zapisujemy nastgpujaco [Fung 1969]:

gjij + pfi = pvi, (3.13)

gdzie:
0;j — sktadowa tensora napre¢zen [%],
p — gestosé objetosciowa ciata [%],
fj — sktadowa wektora intensywno$ci obcigzenia przypadajacego na jed-
nostke masy [klg],

. . , . , N
v; — sktadowa wektora przyspieszen przemieszczen [S—Z].

W pierwszej kolejnosci zajmijmy si¢ druga catka, wystepujaca po prawej stro-
nie rownania (3.12). Podstawimy do niej zwigzki opisujace statyczne warunki
brzegowe [Fung 1969]:

pi = g5 1, (3.14)
gdzie:
p; — sktadowa wektora sit powierzchniowych [%],

. , N
0;j — sktadowa tensora naprezen [F]’

n; — kosinus kierunkowy orientujgcy powierz. graniczng 9B [-].
oraz zastosujmy przeksztatcenie Gaussa — Ostrogradskiego (3.9), otrzymujac:
f pivid(aBp) = f innjvid(aBp) =
= j(o-jivi),de = f(O'ji'le' + O-jl'vl',j)dB'
B B

Nastepnie z rownania (3.13) wyznaczamy:

oji,j = PV — pfi, (3.16)
i zalezno$¢ (3.16) podstawiamy do (3.15):
J pivid(0B,) = j(Pf?ivi — pfivi + 0;,v; ;)dB. (3.17)
9B, B
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Otrzymane wyrazenie (3.17) podstawiamy do wzoru (3.12):

f(U+pvadB=
B (3.18)
= fpfividB + I(Pﬁivi — pfiv; + ;v ;)dB — f(Qi,i — W)dB.
B B B

Roéwnanie (3.18) mozemy ostatecznie zapisa¢ w postaci:
f(U — 0jiV; j + qii — W)dB = 0. (319)
B

Powyzszy zapis musi by¢ spetniony dla kazdej elementarnej objetosci B, zatem
mozna zapisac:

U= O-jivi,j — 4 +W. (320)

W celu dokonania dalszych przeksztalcen, wyrazenie v; j, wystgpujace we wzo-
rze (3.20), dzielimy na cze$¢ symetryczng i antysymetryczng:

1 1
vij =ty = 5 (g ) + 5 () = ). (3.21)

Wykorzystujac zwigzki geometryczne dla osrodka geometrycznie liniowego
[Fung 1969]:

1
%=§@M+WJ

1 (3.22)
wu=§@u—wﬂ'
gdzie:
u; — sktadowa wektora przemieszczen [m],
&;j — sktadowa tensora odksztatcen [—],
w;j — sktadowa tensora obrotu odksztatcefi [—].
mozemy zapisac:
v = &j + g, (3.23)

gdzie:
&ij = %(ui, i+ itj'i) — sktadowa tensora predkosci odksztalcen [%],
w;j = % (ui, i u,-,l-) — sktadowa tensora predkosci obrotu odksztatcen [2].

Zwiazek (3.23) podstawiamy do roéwnania (3.20):

U= O-]lglj + O-]lwl] - qi,i +W. (324)
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Tensor napr¢zen, podobnie jak tensor predkosci odksztatcen, to tensory syme-
tryczne (izn. o = oji, &; = &; dla i # j). Natomiast tensor predkosci obrotu od-
ksztalcen jest antysymetryczny (tzn. wjj = — wji, dla 1 # j). Wiedzac, ze iloczyn
tensora symetrycznego i antysymetrycznego jest rowny zeru, mozemy zapisac
ostateczng posta¢ réwnania (3.24):

U = O']'i SU - qi,i +W. (325)

3.2.4. Druga zasada termodynamiki

Pierwsza zasada termodynamiki, bedaca zasadg zachowania energii, nie
wprowadza istotnego rozréznienia pomigdzy pracg a cieptem. To sprawia, ze
nie wszystkie procesy zgodne z ta zasada moga rzeczywiscie zachodzi¢. Stad
dla uktadow rzeczywistych wprowadza si¢ ograniczenie w postaci drugiego
prawa termodynamiki. W drugiej zasadzie termodynamiki wystepuja trzy
funkcje stanu [Nowacki 1991], tj. entropia S, temperatura bezwzgledna T oraz
stezenie substancji dyfundujacej €. Wartosci tych trzech parametréw, podobnie
jak w przypadku energii wewnetrznej U, nie zaleza od drogi, po ktdrej naste-
puje przemiana termodynamiczna, a jedynie od poczatkowych ikoncowych
parametréw stanu uktadu.

Entropia uktadu S w procesie termodynamicznym moze si¢ zmieniaé
z dwoch powodéw [Nowacki 1991, Fung 1969]: na skutek oddziatywania
Z otoczeniem oraz poprzez zmiany zachodzgce wewnatrz uktadu, tzn.:

dS =d,S +4d;S, (3.26)
gdzie:
dS —zmiana entropii [K in3],
d.S — zmiana entropii wywotana interakcjg uktadu z otoczeniem [K :n =1,
d;S — zmiana entropii wywolana przemianami wewnatrz uktadu [K I]n -]

Zmiana entropii d;S nigdy nie jest ujemna [Fung 1969], co oznacza, ze
entropia uktadu we wszech$wiecie roénie. Jezeli d;S = 0, to mamy do czynienia
z procesem odwracalnym, natomiast d;S > 0 charakteryzuje procesy nieodwra-
calne. Proces jest odwracalny wowczas, jezeli spelnione sa jednoczes$nie naste-
pujace warunki:

» istnieje wtorny proces odwrotny, w wyniku ktérego parametry stanu
przyjma na powr6t wartosci sprzed zaistnienia procesu pierwotnego;
» uktad w procesie odwrotnym przechodzi przez te same stany posrednie

(ale w odwrotnej kolejnosci) co proces pierwotny;

» po zakonczeniu procesu odwrotnego, nie pozostaje w uktadzie i otocze-
niu zaden §lad;

» w procesie odwrotnym uktad wymienia z otoczeniem t¢ sama ilo§¢ ma-
sy, ciepta i pracy (z przeciwnym znakiem), co w procesie pierwotnym.
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Jezeli chociaz jeden z powyzszych warunkéw nie jest spetlniony, mamy do
czynienia z procesem nieodwracalnym. Wszystkie procesy zachodzace w przy-
rodzie to procesy nieodwracalne. Za proces odwracalny mozna uzna¢ graniczny
przypadek procesu rzeczywistego, w ktorym stan uktadu zmienia sig, przecho-
dzac przez nieskonczony cigg standw rownowagi (tzw. proces quasi-statyczny).

Drugg zasade termodynamiki mozemy zapisa¢ w nastgpujacej postaci
[Nowacki 1991]:

TS = —q;; — MC+W, (3.27)

gdzie:
T — temperatura bezwzgledna [K],

; J
S - entropla [m], w
q; — sktadowa wektora gestosci strumienia ciepta [—],

m?2
M — potencjat chemiczny [kLg],

C — stgzenie substancji dyfundujace;j [%],
W — wydajno$¢ wewngtrznych zrodet ciepla [%]_

Réwnanie (3.27) mozemy przeksztalci¢ do innej postaci, stosujac zasade
zachowania masy [Nowacki 1991]:

€=+t (3.28)
gdzie:
C — stgzenie substancji dyfundujace;j [%],

7n; — skladowa wektora przepltywu substancji dyfundujacej [mlf S],
T — wydajnos¢ wewnetrznych zrodet masy [ml:g. S].
ktéra podstawiamy do rownania (3.27), otrzymujac:
TS = —q;; + Mn;; + W — Mx. (3.29)

Otrzymane wyrazenie (3.29) jest rdwnaniem rézniczkowym czagstkowym, zatem
mozemy skorzystac z zalezno$ci na obliczanie pochodnej iloczynu i ilorazu:
(ﬁ) _ QT —aiTi _ G 4Ty
T/; T? T T? '’

M M M (3.30)
(m 7)'1, = Mii oy T (?)’i )
z ktérych wyznaczamy interesujace nas wyrazenia:
Qi _ (9 , 4T (3.31)
T (T),l- o
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7=(n7) ~n(F)
ﬂi,iT— 77iT ; ni T ,i'

a nast¢pnie podstawiamy otrzymane zaleznosci do (3.29):

_ (% ﬂ)
$= (T),i+(an o (3.32)

w ktérym wielkos¢:

g =

9. T; <M> +W Mt 333
T2 N\1),"T T (3.33)

jest zrodtem entropii, charakteryzujacym szybko$¢ tworzenia si¢ entropii [No-
wacki 1972]. Zatem odnoszac si¢ do wczesniejszego postulatu termodynamiki,
dotyczacego procesé6w nieodwracalnych, nalezy przyja¢, ze zrodto entropii
przyjmuje zawsze warto$ci dodatnie o > 0.

3.2.5. Synteza pierwszej i drugiej zasady termodynamiki

W rozdziatach 3.2.3 i 3.2.4 wyprowadzono pierwsza (3.25) i druga (3.27)
zasade termodynamiki. Eliminujac z tych réwnan skladowa wektora gestosci
strumienia ciepta q;, otrzymujemy:

U =0y &+ MC+TS. (3.34)
Nastepnie wprowadzamy nowa funkcj¢ stanu, ktora opisuje energi¢ swobodna
Helmholtza [Nowacki 1972, Nowacki 1991]:
F=U-ST, (3.35)
gdzie:
F — energia swobodna Helmholtza [#],

U — elementarna energia wewngtrzna [#],

S —entropia [ J ],

Km3
T — temperatura bezwzgledna [K].

Zaleznos¢ (3.35) rézniczkujemy po czasie a nastgpnie przeksztalcamy, korzy-
stajac z rownania (3.34):
F=U-ST—-ST=0j&;+MC+TS—ST—ST = (3.36)

Energia swobodna Helmholtza jest funkcja stanu zalezng od tensora odksztat-
cen, temperatury i stgzenia substancji dyfundujacej F = F (sl- T, C ), zatem
korzystajac z definicji rézniczki zupelnej, mozemy zapisaé:
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dF ( oF > ds;; + (aF) T + (6F) dc 3.37
= i+ == — . )
aSij T.C Y oT £;j,C ac €T ( )
Stad porownujac wspotczynniki w rownaniach (3.36) i (3.37), otrzymujemy:
JoF JoF JoF
P et [ —— ) M = —, (3.38)
N =9e, ST aT ac

3.3.  ROWNANIA ROZNICZKOWE TERMODYFUZJI

3.3.1. Réwnania konstytutywne

Rozwinmy energi¢ swobodng Helmholtza F (ei T, C ) W szereg potegowy
Taylora w otoczeniu stanu naturalnego (&;; = ¢; ],T =Ty, C = Cp):

F(e, T, C) F(&),To, Co) + W(% —e))+
- %(q ) (e — €0 +
P T ars 0
+2%(8U —e))(T —Tp) +
+2%(8U —e))(C—Cy) +
+2% (C—=CH(T—-Ty] +

Przyjete zostato zatozenie, ze w stanie naturalnym ciato jest nieodksztatcone,
czyli sioj = (, zatem réwnanie (3.39) mozemy upro$ci¢ do nastgpujacej postaci:

OF(0,T,,C
F(ej, T, C) = F(0, Ty, Co) + % &)
ij
OF(0,T,, C 9F (0,T,, C
OToG) _y ) FOTC) (o
, 9T .. 9C (3.40)
1 a F(O,To,Co) a F(O TOICO)

e e T —To)? +
2 agua l 3] kl aT ( 0)

azF(o Ty, Co) OZF(O, To, Co)

2
ez (Gt de;;0T

Sij(T — TO) +
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92F(0, Ty, Co) 92F(0, Ty, Co)
——i(C—C 2—————(C—Co)(T—-T
+...

Nastepnie rézniczkujemy funkcje energii swobodnej Helmholtza F wzgledem
odksztatcen:

OF (¢, T,C) _9F(0,T,,Co)  82F(0,To, Co)
aEij B aSij aeijaekl
9%F(0,Ty, Co) 92F(0,Ty, Co)
OeijaT ( 0) + aEUaC
1 63F(O,TO,C0) a3F(O,T0,C0)
Sl fkiEmn t+ T AL ATz
2 asijaeklaemn OSUOT
93F (0, Ty, Cy) 93F (0, Ty, Cy)
aSijaCZ asijasklaT €kl

€kl
(C—-Cy+

(T —Ty)% +
(3.41)

(C—Cy)?*+2 (T-Ty) +

93F(0,Ty, Co)
0¢;j0€,0C

93F(0,T,, Co)
0g;;0COT

e (C —Co) +

(€ — Co)(T = To)] + -~

Na podstawie zaleznosci (3.38) mozna zapisac:
0F (&, T,C
% = 0;i(&1, T, C),
0F (&;,T,C)
la]—T — _S(Eij' T, C), (342)
aF(Sij, T, C)
ac

Przyjete zatozenia, dotyczace stanu naturalnego (w stanie naturalnym napre-
zenia 1 odksztalcenia sg zerowe), obowiazujg rowniez dla energii swobodnej
Helmholtza F, potencjatu chemicznego M oraz entropii S, stad:

= M(g;;, T, C).

F (0, Ty, Cy)
~9e, = 0;;(0, Ty, Co) = 0,

F(O, To, Co) = O ( )
0F (0, T,, C 3.43
M = —5(0, Ty, Cy) = 0,
aF(Oa’I’;" Co)
% = M(0, Ty, Cy) = 0.
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Ponadto wprowadzamy oznaczenia:
92%F (0, Ty, Cy)
0€;;0¢gy
d2F (0, Ty, Co)
- dgoT
_ 0%F(0, Ty, Cy)
.Bij - - W ’
_0%F(0, Ty, Co) (3.44)

acor '
92F (0, Ty, Cp)
——
_0%F(0, T, Cy)
ST T acz
9=T—T0,
C:C_Co,

)

ijkl =

aij =

m =

gdzie:
Cijki — sktadowa tensora opisujgcego parametry materialowe zwigzane

Z mechanicznymi wlasciwos$ciami materialu [%],
a;;j — sktadowa tensora opisujgcego parametry materialowe zwigzane

z mechanicznymi i termicznymi wtasciwo$ciami materiatu [%],
Pij — skladowa tensora opisujgcego parametry materialowe zwigzane

. .. . . L, . L, . . . N m
z mechanicznymi i dyfuzyjnymi wlasciwosciami materiatu [k—g],

6  —zmiana temperatury [deg],

¢ —zmiana stgzenia substancji dyfundujacej [%],
. J

b  —stala materialowa [kg—K ,

. N
m — stala materialowa [m],

. N m*
s — stala materialowa [ 2 1.

Po wprowadzeniu oznaczen (3.44) i uwzglednieniu zatozen (3.43) zaleznosci
(3.40) 1 (3.41) przyjma ostatecznie postac:

) F(&;,0,c) = )
= 5 Cijiatijé — @ijeij6 = ijéijc = boc —5mo* +—sc? 4 - (3.45)
OF (&4, 6, ¢)
9e = Cijkfia — @0 — Bijc + -
U

35



Modelowanie termodyfuzji sprzezonej metodq elementow czasoprzestrzennych

Z uwagi na zalozenie o infinitezymalnych odksztatceniach, matym wzglednym
przyro$cie temperatury |0/Ty| << 1 oraz malym przyroscie stezenia substancji
dyfundujacej |c/Cy|l < 1, mozemy we wzorach (3.45) pomingé wielkosci
wyzszego rzedu. Wykorzystujac zaleznos¢ (3.42); oraz (3.45),, otrzymamy
rownanie konstytutywne termodyfuzji w postaci:

0ij = Cijiugr — @60 — Bijc (3.46)
Dla ciata izotropowego jednorodnego, rozwinigcia (3.45) oraz rownanie konsty-

tutywne (po uwzglednieniu powyzszych zatozen) przyjma posta¢ [Nowacki
1991]:

F(Sij,H,C) =
2 1 2.1 5
= pejgj + Ee —yrel —ycec — blc —EmH +ESC + -
OF(SU-, 9, C) (347)
T he = 2HE; + (de—yr0 —yco)di; + -
ij

oij = 2ugij + (de —yr0 —ycc)dyj,
gdzie:
U, A — state materiatlowe Lame’go [%],
&;j — sktadowa tensora odksztatcen [—],
0;j — sktadowa tensora naprezef [%],
e —dylatacja, [ niezmiennik stanu odksztatcenia, wzgledna zmiana
objetosci [—],

6 —zmiana temperatury [deg],
¢ —zmiana st¢zenia substancji dyfundujace;j [%],
5. :{1, dlal: =]: B

Yoo, dlai #j

b — stata materialowa [kg]—K ,

delta Kroneckera [—],

. N
m — stata materiatowa [m],
4

. Nm
s — stata materiatowa [ 2 1.

Wielkosci yr, Y mozna opisa¢ nastgpujacymi zaleznosciami [Nowacki 1972]:

yT = (3& + Zﬂ)at = 3Kat ,
Ye = B+ 2pwa, = 3Kac, (3.48)

K=21+ 2
- - 3#’
gdzie:

U, A — state materialowe Lame’go [%],

a; — wspotczynnik liniowej rozszerzalnosci termicznej [E]’
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3
a. —wspdtczynnik liniowej rozszerzalno$ci dyfuzyjnej [I::—g],

e, e N
K —modut $cisliwosci [F]'

3.3.2. Bilans entropii
W celu opisania entropii S w sposob jawny, rownanie (3.47); zapisujemy
W postaci:

A 2
F(sij,T,C)=u5ij£ij+Ee —yTe(T—T0)+

. (3.49)
—yce(C — Cy) = b(T —Ty)(C — Cp) + ES(C —Co)* +G(D),

gdzie funkcja G (6) zawiera cztony zalezne wytacznie od temperatury T. Otrzy-
mane rownanie (3.49) rézniczkujemy wzgledem temperatury 7T':

OF (&;,T,C) aG(T)
i it Ll - — -7 (3.50)
3T yre —b(C — Cy) + T
Po poréwnaniu wzorow (3.38), i (3.50) otrzymamy:
oG(T
S = yre +b(C - ¢y) — 260 (3.51)
aT
Korzystajac z definicji rozniczki zupetnej mozna zapisac:
ds <65> d +(65) dT+<aS) dc 3.52
= E:: -— - . .
asij T.C Y oT gl.].'c ac sij'T ( )
Z porownania zaleznosci (3.51) i (3.52) wynika:
as
Edgij = yrde,
aS 92G(T)
——dT = ——— 24T (3.53)
oT oT? ar,
05 dC = bdC
ac T
Zaleznosci (3.53) podstawiamy do (3.52), otrzymujac:
0%G(T)
= — 3.54
dS =yrde + bdC — ——=dT. (3.54)
Wprowadzajac oznaczenie:
0%G(T as
Coec = — ( )E —, (3.55)
' oT? aT

funkcje G (T) mozna wyznaczy¢ z zaleznosci:
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96T cec (3.56)
oT? T
gdzie:
Ce . — ciepto wlasciwe przy ustalonej deformacji 1 koncentracji [K :n =]
Catkujac dwukrotnie rownanie (3.56) otrzymamy:
T T
aG(T) Cec 1
T = — deT = _Cs,c deT = _Cs,c(lanl — lTllTol) =
To To
T
= —c. ln |T_0| (3.57)
T
T
G(T) = —cscjln —|dT.
’ TO
To
Powyzsza zalezno$¢ (3.57); podstawiamy do rownania (3.51):
T
S=yre+b(C—Cy) +c.cln N (3.58)
0

W celu dalszych przeksztalcen, funkcje logarytmiczna rozwijamy w szereg
potegowy:

=<T 1)_@+ 6 1(9)2+___ (3.59)

T —
Tyl \T, 2! Ty, 2\T,

Z uwagi na przyjete wczes$niej zatozenie o malej zmianie temperatury, tj.
|6/Ty| < 1, mozemy pozostawi¢ w powyzszym rozwini¢ciu jedynie pierwszy
czton:

In

T
—|==-1. (3.60)
Tol T,

Zaleznos¢ (3.60) podstawiamy do (3.57),, W celu wyznaczenia funkcji G (T):

T
T T2 T

G(T) = _CE,C f (T_ - 1) dT = _CS,C ﬁ —-T =
0 0 T

T

In

To
T2 Ty? —Ce ¢ (3.61)
- — T ——+T, | =—=—5(T? = 2T,T + T,%) =
Cec <2T0 21, * °> 2T, ( o +7o°)
—Cec 2
—28(T -,
2T, ( 0)
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Powyzsze wyrazenia (3.60) i (3.61) podstawiamy do wzoru na energi¢ swobo-
dna (3.49) i entropig (3.58), otrzymujac:

A
F(&,T,C) = pegjegj + Eez —vyre(T —To) —yce(C —Co) +
1 5  Cec 2
—b(T = To)(C = Co) +55(C = Co)* — 5~ (T = To)*, (3.62)
0

T
S(Eij; T, C) =yre+b(C—Cy) + Cec (T_ — 1)_
0

Otrzymane zalezno$ci mozemy zapisa¢ w skroconej postaci, wykorzystujac
wyrazenia (3.44)7 ¢!

A 1 c
F(;,0,¢) = pejje;j + —e? —yred —ycec — bfc + =sc? — —=- 62,
2 2 Mo (363

0
S(&i,0,¢) =yre + bc + e =
0

W réwnaniu entropii (3.63), pierwszy czton obrazuje wpltyw pola deformacji,
drugi czton — wplyw pola dyfuzji, a trzeci — wplyw pola temperatury.

3.3.3. Rozszerzone réwnanie przewodnictwa cieplnego

Druga zasadg termodynamiki opisano w punkcie 3.2.4. Zrodto entropii,
charakteryzujace szybko$¢ tworzenia si¢ entropii, sformutowano we wzorze
(3.33). Zaleznos¢ te mozemy zapisa¢ w nastepujacej postaci:

_ CIiT,i (M) +W MT_

=TTz T\r), T T T

1 CIiTi M

=—|—-—"= . T|— — Mt )= 3.64
T( onr(y) +w T> (3.64)

1
=z (—qix® = nx” + W — 7).

W réwnaniu tym wielkos$ci Xl.(q) oraz Xi(n) sa to bodzce termodynamiczne,

wielkoS$ci intensywne opisane nastgpujacymi zaleznos$ciami [Nowacki 1972]:
X@ = _ %
(3.65)

M
m _ ()

X" =—T(=) .
L T,i

Zatem zrodlo entropii jest sumg iloczyndéw bodzcoOw termodynamicznych X i(q),

X i(n) oraz sprzezonych z nimi przeptywoéw termodynamicznych q;, n;. W termo-
dynamice proceséw nieodwracalnych, dla przeptywow laminarnych przyjmuje
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si¢, ze przeplywy termodynamiczne sg liniowymi funkcjami bodzcow termody-
namicznych [Nowacki 1991]:

q; = L(‘M)Xi(q) + L(qn)Xi(") )

n; = L(UQ)Xi(Q) + L(nn)Xi(Tl) ) (366)

Wielkosci L@®, 1@ 1@ [0 wystepujace w rownaniach (3.66) sa to
operatory liniowe, ktore w mys$l postulatu Onsagera spelniaja nastepujace
warunki [Nowacki 1991]:

Lam = [0 dqiq q+n,
L@ lam
Lo Lam]| > O

(3.67)

Roéwnania (3.66) opisuja interferencje pomiedzy dwoma jednoczesnymi proce-
sami nieodwracalnymi, zachodzacymi w przypadku termodyfuzji. W réwna-
niach tych L9 jest wspotczynnikiem przewodnictwa cieplnego, LT - wspot-
czynnikiem dyfuzji, natomiast L@ i L9 s3 wspotczynnikami interferenciji
[Fung 1969]. Wspotczynnik L9 jest zwiazany z tzw. efektem Soreta, czyli
pojawieniem si¢ gradientu stezenia substancji dyfundujacej na skutek powstania
gradientu temperatur. Z kolei wspotczynnik L jest zwiazany z procesem
odwrotnym, tzw. efektem Dufoura, czyli pojawieniem si¢ gradientu temperatur
na skutek zaistnienia gradientu st¢zenia substancji. Zatem rownanie (3.66); jest
rozszerzonym rownaniem Fouriera z uwzglednieniem efektu Dufoura, a zalez-
no$¢ (3.66), jest modyfikacja prawa Ficka, uwzgledniajaca efekt Soreta [Fung
1969]. Podstawiajac wielkosci intensywne (3.65) do (3.66), otrzymujemy:
q; = — &L(W)—T (M) 1.(am)
' T T/; ’
T, M (3.68)
L
N =——=L0D T <_) 1,0m)
T T/;

R
Z zaleznosci (3.68), wyznaczamy wyrazenie T 7 ), 1 otrzymane rownanie
N

podstawiamy do (3.68);:
Li o)
e
T/; Lm) ’

T
n; L@ . TL(‘W)L(W) ~ (3.69)

__L La® 4
%="7 1,(mm) 1,Gmm)

2
T. 1tam n; L@m
= —%(L(q‘” - ) + oy =~k +am,

1L,m) 1L,m)
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gdzie:
k — wspotczynnik przewodnictwa cieplnego [%],

a — wspdlczynnik uwzgledniajacy efekt Dufoura [klg].

Rownanie (3.69), jest rozszerzonym prawem Fouriera. Z warunku (3.67);
wynika, ze warto$¢ wspolczynnika przewodnictwa cieplnego k jest zawsze
dodatnia, tj. k > 0.

W celu przeksztatcenia zaleznosci (3.68),, korzystamy ze wzoru na
obliczanie pochodnej ilorazu:

(M) _ M;T—-MT; M; MT; 270
T), T2 T T% (3.70)
Zatem:
n; = _EL(nq) — T&L(nn) + TMZ'i Lam =
T T T (3.71)

T
= _?" (L(nq) - ML(nn)) — M, L0,

Nastepnie wyznaczamy wzor na potencjal chemiczny, korzystajac z zaleznosci
(3.38); oraz (3.63);:

M = Frie —Yce — bl + sc, (3.72)
M,i = —yCe'l- - bg'i + SC'i .

Otrzymang zaleznos$¢ (3.72), wstawiamy do rownania (3.71), otrzymujac:
T
n; = _?'l (L(nq) — ML(nn)) + Vce,iL(m’) + ngiL(nn) — sc,l-L(""). (3.73)

Wyrazenie MT; jest czlonem nieliniowym, zatem linearyzujgc, mozna te
wielko$¢ poming¢. Ponadto wykorzystujemy zaleznos¢:

T,i = (9 + TO),i = 9'1'. (374)
Otrzymujac:
n = _%L(nq) + Vce,iL(m?) + bgﬂ.L(nn) — sc,iL(""). (3.75)
Wprowadzamy oznaczenia [Nowacki 1972]:

1
Dy = ?(L(nq) — bL(’"’)),

D, = —L0my,,
D = LM,

(3.76)
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Zatem roéwnanie (3.75) przyjmie postac:
N = —Dr6; — Dge; — Dcc,. (3.77)

Wracamy do rownania opisujacego druga zasade termodynamiki (3.29). Do
zwigzku tego podstawiamy zalezno$¢ (3.69),:

TS = kT,ii - ani,i + MT]i,i + W — Mrt. (378)

W wyrazeniu M1n; ; wystepuja czlony nieliniowe, a wielkosci an; ; | Mt s3 mate
w stosunku do pierwszego cztonu po prawej stronie rownania (3.78). Zatem nie
popekni sie wiekszego btedu, pomijajac te wyrazenia. W ten sposdb otrzymamy:

TS = kT;; +W. (3.79)
Do otrzymanego wyrazenia podstawiamy zalezno$¢ (3.63),:
kT + W = Tyré + Thé + Tc,

_ . ., 40 +Tp)
k(0 +To)u + W = (0 +To)(yré +b&) + ———Cep, (3.80)

0 .
kO;+W = TO(T— + 1)(yré + bc) + ¢,
0

Powyzsze rownanie mozemy zlinearyzowaé, z uwagi na przyjete zalozenie
|60/Ty| < 1. W ten sposob otrzymujemy wiasciwa posta¢ rOwnania przewod-
nictwa cieplnego:

k8 — Oce. — To(yré +bé)+ W =0. (3.81)

3.3.4. Rozszerzone réwnanie dyfuzji

Rownanie dyfuzji wyprowadzimy, podstawiajac zalezno$¢ (3.77) do
rownania (3.28):

C = DTg,ii + Dge,il- + DCC,ii +T. (382)
Wykorzystujac zaleznosé:
. d(c+C
f_det G,

3.83
7 : (3.83)

otrzymujemy wtasciwa posta¢ rownania dyfuzji:
DTg,il' + Dse'il- + DCC,ii —C¢c+1=0. (384)
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3.4. ZESTAWIENIE ROWNAN TERMODYFUZJI
SPRZEZONEJ

3.4.1. Ré6wnania rownowagi

Réwnania rownowagi, opisujace zalezno$¢ pomiedzy naprgzeniami, sitami
masowymi i sitami bezwladnosci, zostaly przedstawione zalezno$cia (3.13).
Roéwnania te mozemy zapisa¢ w innej, rownowaznej postaci:

oiji + pfi —pii; =0,

(X,T,C,t) € BX< Ty, Ty >X< Cpy, C; >%X< 0,00 >, (3.85)
i,j=1,2,3,
gdzie:
0;j — sktadowa tensora naprgzen [%],
p  — gestos¢ objetosciowa ciata [%],
fj —skladowa wektora intensywnosci obcigzenia przypadajacego na

jednostke masy [klg],

. 1(1 d k . , . , M
il; —skladowa wektora przyspieszef przemieszczeh [S—Z].

3.4.2. Ré6wnania geometryczne
Rownania geometryczne opisano zaleznoscig (3.22);:
1
eij = 5 () + ),

(X,T,C,t) E BXL Ty, Ty >X< Cy, C; >X< 0,00 >,
i;j = 1; 2J 3J

(3.86)

gdzie:
u; —sktadowa wektora przemieszczen [m],
g;j — sktadowa tensora odksztatcen [—].

3.4.3. Rownania fizyczne (konstytutywne)

Réwnania fizyczne (konstytutywne) termodyfuzji sprzezonej dla ciata
jednorodnego izotropowego opisano wzorem (3.47)s:

oij = 2ugij + (de —yr0 —ycc)dij,
w ktorym (3.48):
yr = @A+ 2Wa, =3Kay,
Ye = (BA+2wa. =3Ka,,
(X, T,C,t) € BX< Ty Ty >X< Cpy, C; >X< 0,00 >,
i,j=1,2,3,

(3.87)
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gdzie:

U, A — state materiatlowe Lame’go [%],

g;j —sktadowa tensora odksztalcen [—],

g;j — sktadowa tensora napr¢zen [%],

e —dylatacja, I niezmiennik stanu odksztatcenia, wzglgdna zmiana
objetosci [—],

6 —zmiana temperatury [deg],

¢ —zmiana st¢zenia substancji dyfundujace;j [%],
1, dlai=j
8 = {0, dlai+j delta Kroneckera [—],

, . .. . , . . .l
a; — wspotczynnik liniowej rozszerzalno$ci termicznej [E]’
3
, I . , . . . m
a. —wspotczynnik liniowej rozszerzalnosci dyfuzyjne;j [k—g],

S
K —modut scisliwosci [F]'

3.4.4. Rozszerzone réwnanie przewodnictwa cieplnego

Rozszerzone rownanie przewodnictwa cieplnego zostalo opisane wzorem

(3.81):

k6 — Oce — To(yré + bé) + W =0,
w ktorym (3.48):
vr = BA+2wWa; = 3Ka,, (3.88)
(X,T,C,t) EBXL Ty, Ty >X< Cy,C; >X< 0,00 >,
i=1,23,
gdzie:
u, A — stale materialowe Lame’go [%],
e —dylatacja, I niezmiennik stanu odksztatcenia, wzgledna zmiana
objetosci [—],
6 —zmiana temperatury [deg],

¢ —zmiana stezenia substancji dyfundujace;j [%],

a; — wspotczynnik liniowej rozszerzalnosci termicznej [%],
K —modut Scisliwosci [-],

k  — wspotczynnik przewodnictwa cieplnego [%],

Cec — ciepto wlasciwe przy ustalonej deformacji 1 koncentracji [K :n3],
W  —wydajno$¢ wewnetrznych zrodet ciepta [%],

b  — stata materialowa [k;—K].
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3.4.5. Rozszerzone rownanie dyfuzji

Rozszerzone rownanie dyfuzji zostalo opisane zaleznoscia (3.84):

D70+ D.e;; + Decyy — ¢+ 1 =0,

(X,T,C,t) € BX< Ty, Ty >X< Co,C; >X< 0,00 >, (3.89)
i=1,23,
gdzie:
e —dylatacja, I niezmiennik stanu odksztatcenia, wzglgdna zmiana

objetosci [—],
6 —zmiana temperatury [deg],
¢ —zmiana stezenia substancji dyfundujacej [%],
2
D; — wspdtezynnik dyfuzji [mT],
a; — wspotczynnik liniowej rozszerzalnos$ci termicznej [%],
3
a. — wspotczynnik liniowej rozszerzalnosci dyfuzyjne;j [T{l—g],
kg ]

m3-s

T —wydajno$¢ wewnetrznych zrodet masy [

3.4.6. Warunki poczatkowe

Réwnania réwnowagi (3.85) sa réwnaniami rézniczkowymi II rzedu
wzgledem czasu, natomiast rozszerzone rownanie przewodnictwa cieplnego
(3.88) i réwnanie dyfuzji (3.89) to réwnania rozniczkowe I rzedu wzgledem
czasu. Zatem w celu jednoznacznego rozwigzania wspomnianych rownan,
nalezy wprowadzi¢ tgcznie cztery warunki poczatkowe. Z przyjetych zatozen
wynika, ze warunki te moga mie¢ nastgpujaca postac:

ui (X, t) = ug;(X, 1),
u (X, t) = 1u0;(X, 1),
C(X' t) = CO(X' t)'
(X,t) € Bx {0},
i=1,23.

3.4.7. Warunki brzegowe typu statycznego

Warunki brzegowe typu statycznego opisuja zalezno$¢ pomiedzy
sktadowymi wektora sit powierzchniowych a sktadowymi tensora napr¢zen na
powierzchni granicznej, na ktorej znane s3 obcigzenia (0Bp,). Mozemy je
zapisaC W nastgpujgcej postaci:

pi(X,t) = g;;(X, t)n;,
(X,t) € 0B, X< 0,00 >, (3.91)
i,j=1,2,3,
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gdzie:
p; —znana sktadowa wektora sit powierzchniowych na powierzchni

. _ N
granicznej ciata [F]’

0;j — sktadowa tensora naprgzen [%],
n; —kosinus kierunkowy orientujgcy powierzchni¢ graniczng B [-].

3.4.8. Warunki brzegowe typu geometrycznego

Warunki brzegowe typu geometrycznego okreslaja wartos¢ wektora
przemieszczen, na powierzchni granicznej, na ktorej znane sg przemieszczenia
(0B,,). Zapiszemy je nastepujaco:

u;(X,t) = 4;(X, t),
(X,t) € 0B, X< 0,00 >, (3.92)
i=123

gdzie:
u; —sktadowa wektora przemieszczen [m],
1; —znana sktadowa wektora przemieszczen na powierzchni graniczne;j
ciala [m].

3.4.9. Warunki brzegowe typu termicznego

Warunki brzegowe typu termicznego mogg przyjmowaé rdzng postac:
moze by¢ znany rozklad temperatury na powierzchni granicznej ciata (warunek
I rodzaju), okreslona moze zosta¢ warto$¢ natgzenia strumienia ciepta na
powierzchni granicznej ciata (warunek II rodzaju) lub warunkiem brzegowym
typu termicznego moze by¢ warunek swobodnej wymiany ciepta pomiedzy
ciatem a otaczajacym osrodkiem (warunek III rodzaju):

» warunek | rodzaju:

T(X,t) =T(X,t),

3.93

(X,t) € 0B, X< 0,00 >, (3.93)
gdzie:
T —temperatura [K],
T — znana temperatura na powierzchni granicznej ciata [K].

> warunek Il rodzaju:
q:(X,t) = q;(X, 1),
(X,t) € 0Br, X< 0,00 >, (3.94)

i=1,2,3,
gdzie:
q; —sktadowa wektora gestosci strumienia ciepla [%],
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g; —znana sktadowa wektora gestosci strumienia ciepta na

. . : . w
powierzchni granicznej ciata [F]'

» warunek Il rodzaju:

q(X,t) = Br(Ts(X, 1) — T,(X, 1)), (3.95)
(X,t) € B3 X< 0,00 >,
gdzie:
q — gestos¢ strumienia ciepla przejmowanego przez osrodek

W kierunku prostopadtym do powierzchni ciala statego [%],

Br — wspodtczynnik proporcjonalnosci, wspotczynnik przejmowania
. w
ciepta [——,
T, — znana temperatura powierzchni granicznej ciata [K],
T, —znana temperatura osrodka otaczajgcego ciato [K].

3.4.10. Warunki brzegowe typu dyfuzyjnego

Warunki brzegowe typu dyfuzyjnego, podobnie jak warunki brzegowe
typu termicznego, moga mie¢ analogiczng strukture, tj.: moze by¢ znany
rozktad stgzenia substancji dyfundujacej na powierzchni granicznej ciala
(warunek I rodzaju), okreSlona moze zosta¢ warto$¢ natgzenia przeplywu
substancji dyfundujacej na powierzchni granicznej ciala (warunek II rodzaju)
lub warunkiem brzegowym typu dyfuzyjnego moze by¢ warunek swobodnego
przeptywu substancji dyfundujacej pomiedzy ciatem a otaczajacym osrodkiem
(warunek Il rodzaju):

» warunek | rodzaju:

CX,t)=CX,0), (3.96)
(X,t) € 9By X< 0,00 >,
gdzie:

C —stezenie substancji dyfundujacej [%],
C  —znane stezenie substanciji dyfundujacej na powierzchni
granicznej ciala [%]
» warunek Il rodzaju:
ni(X,t) = 0;(X, 1),

(X,t) € 3By X< 0,00 >, (3.97)
i=1,23,
gdzie:
n; — sktadowa wektora przeptywu substancji dyfundujace;j [ml:s S],

7; — znana sktadowa wektora przeptywu substancji dyfundujacej na

. . . . . k
powierzchni granicznej ciala [ng_ S].
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» warunek Il rodzaju:

n(X,t) = Bc(Cs(X, 1) = Cp(X, 1)),

(X,t) € 0B;3 X< 0,00 >, (3.98)

gdzie:

n  — przepltyw substancji dyfundujacej przejmowany przez osrodek w
kierunku prostopadtym do powierzchni ciata statego [m]:g. S],

Bc — wspdtczynnik proporcjonalnosci, wspotczynnik przejmowania
masy [1],

Cs; —znane stezenie substancji dyfundujacej na powierzchni
granicznej ciata [%],

Cp - znane st¢zenie substancji dyfundujgcej w osrodku otaczajacym

cialo [%].
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4. ROWNANIA CZASOPRACY WIRTUALNEJ

41. WPROWADZENIE

Uktad réwnan sformulowany w pkt. 3.4., na bazie teorii mechaniki o$rod-
kow ciaglych i termodynamiki procesow nieodwracalnych, opisujacy zagadnie-
nie poczatkowo — brzegowe termodyfuzji sprzezonej, jest uktadem sprzgzonych
rownan rézniczkowych czastkowych wzgledem zmiennych przestrzennych
i czasu. Rozwigzanie takiego zagadnienia mozna uzyska¢ na drodze metod
analitycznych lub numerycznych. Rozwigzanie $ciste — analityczne — na ogot
wymaga przyjecia szeregu uproszczen, co w rezultacie prowadzi do rozprze-
zenia uktadu rownan. Rozwigzania analityczne ograniczaja si¢ na ogéot do dose
prostych, elementarnych przypadkéw i przewaznie nie majg praktycznego
odniesienia. Jednakze dzigki tym metodom mozliwe jest np. wyprowadzenie
og6lnych zalezno$ci pomigdzy parametrami zadania oraz przeprowadzenie
analiz jako$ciowych.

Z uwagi na wspomniane wyzej ograniczenia obliczeniowe metod anality-
cznych, przy rozwigzywaniu praktycznych zagadnien technicznych stosuje si¢
obecnie niemalze wylacznie metody numeryczne. Wyprowadzone we wczes-
niejszych rozdziatach roéwnania geometryczne, fizyczne, rownania rbwnowagi,
rozszerzone rownanie przewodnictwa cieplnego i dyfuzji oraz warunki poczat-
kowe 1 brzegowe stanowia lokalne sformutowanie zagadnienia poczatkowo —
brzegowego termodyfuzji sprzezonej. W celu rozwigzania tego zagadnienia
z uzyciem metody numerycznej, jak np. metoda elementow czasoprzestrzen-
nych, konieczne jest sformutowanie globalne, obejmujace caty rozpatrywany
obszar danego ciata i caly przedzial czasowy. Jednym ze sposobow przeksztat-
cenia sformulowania lokalnego w globalne jest zastosowanie metody analo-
gicznej do rownania pracy wirtualnej, tj. rownania czasopracy wirtualnej. Row-
nanie to definiuje si¢ nastepujaco [Kleiber 1995]: ,,Uogdlnione sity roztozone
na hiperpowierzchni ograniczajgcej obiekt czasoprzestrzenny oraz sity masowe
dzialajgce w czterowymiarowym obszarze obiektu wykonujq na wirtualnych
przemieszczeniach czasoprace rowng czasoenergii wirtualnej zgromadzonej
w rozpatrywanym obiekcie”.

42. WYPROWADZENIE ROWNAN CZASOPRACY
WIRTUALNEJ TERMODYFUZJI SPRZEZONEJ

Punktem wyjs$cia do wyprowadzenia rownan czasopracy wirtualnej jest
roéwnanie ruchu (3.85). Zalezno$¢ t¢ mnozymy przez wariacj¢ przemieszczenia
du;, ktorg nalezy rozumie¢ jako dowolne funkcje przemieszczen spetniajace ki-
nematyczne warunki brzegowe oraz rézniczkowalne po zmiennych przestrzen-
nych, jak i po czasie. Ponadto catkujemy otrzymang zalezno$¢ po catym obsza-
rze B oraz po czasie t:
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| [ ouitous + of, - piiraBac =0, @)
t B

W pierwszej kolejnosci przeksztatémy pierwszy czton réwnania (4.1),
wykorzystujgc zalezno$¢ na pochodng iloczynu oraz przeksztatcenie Gaussa —
Ostrogradskiego:

ffSuiU"j'de dt =ff(6uiaij),jd73 dt—ff(Sui,jaide dt =
t B t B t B (4.2)
:f f@uiaijnjd (aB)dt—fJ-Sui,jaide dt.

dB B

t t

W celu dalszych przeksztalcen, rozdzielono powierzchni¢ graniczng: na
powierzchni¢ graniczng, na ktérej znane sg przemieszczenia 0B, o0raz
powierzchnie graniczng, na ktorej znane sg obcigzenia 0B, otrzymujgc:

ff&iiaij,de dt =f f@uiaijnjd (6Bp)dt+
B 0By

t t

+f fduiaijnjd (aBu)dt—jjoij&ii,de dt = (4.3)
t 0By t B

=f jduiaijnjd (aBp)dt—ffaijSui,de dt.
t 0B, t B

Nastepnie, do otrzymanej w ten sposob zaleznosci, wstawiono warunki
brzegowe typu statycznego (3.91), a funkcj¢ wariacji przemieszczen podzielono
na czeg$¢ symetryczng i antysymetryczng:

ffSuiaij'jdiB dt = f f Suiﬁid (aBp)dt +
JB

t B t 0B,
1 1
—J J 0jj Z((‘)‘ui'j + 57.1,]"1') + E((‘)‘ui'j — Suj,i) dBdt = (44)
t B
= f f Suiﬁid (aBp)dt - f f(aij6£ij + O'U(S(L)U)dB dt.
t 0By t B

Tensor naprezen, podobnie jak tensor odksztalcen, to tensory symetryczne
(tzn. oj = oji, & =¢j; dla i # j). Natomiast tensor obrotu odksztalcen jest
antysymetryczny (tzn. w;; = —wj;, dla i # j). Wiedzac, ze iloczyn tensora
symetrycznego i antysymetrycznego jest roéwny zeru, mozemy zapisaé
ostateczng posta¢ rownania (4.4):
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ff6ui0ij_de dt =f f@uiﬁid (aBp)dt—ffO'”(SSUdB dt. (45)
t B t aBp t B

Otrzymang zaleznos¢ (4.5) wprowadzamy ostatecznie do rownania (4.1), otrzy-
mujac:

ffduipfidB dt—ffduipiiidB dt +
t B t B

+f fﬁi5uid (aﬂp)dt—ffaij&ijd?i dt = 0.
t B

t 0B,

(4.6)

Nastepnie przeksztalcamy druga calke rownania (4.6), wykorzystujac catkowa-
nie przez czesci w odniesieniu do czasu:

f f Su;pii;dB dt = f pit;6u;dB|;! — f f S put;dB dt. 4.7)
t B B t B

W réwnaniu (4.7) t =< ty, t; > oznacza czas obserwacji: poczatek obserwacji
(warunek poczatkowy) i chwile koncowa. Podstawiamy nastepnie zalezno$¢
(4.7) do wzoru (4.6), otrzymujac rownanie czasopracy wirtualnej w postaci:

jjSulpfldBdt+fj5ulpuld73 dt—f-fSSijJide dt +
B B B

t t t

+ f f Su;p;d (9B,)dt — f Su;ptdB|;: = 0.
t 9B, B

(4.8)

Rownanie (4.8) stanowi uogolnienie zasady czasopracy wirtualnej na zagad-
nienie termodyfuzji, gdyz funkcja naprezen zalezy juz nie tylko od odksztatcen,
ale rowniez od temperatury i stezenia substancji dyfundujacej, tzn. o; =
o (si T, C ) Przedstawione rownanie byloby kompletne dla zagadnienia ter-
modyfuzji, gdyby znana byta temperatura i st¢zenie substancji dyfundujace;j, co
odpowiadaloby zagadnieniu termodyfuzji niesprzgzonej. W przypadku termo-
dyfuzji sprz¢zonej, temperatura i stezenie substancji dyfundujacej nie sg znane,
stad konieczne jest wyprowadzenie dodatkowych czlonéw réwnania, uwzgled-
niajacych zjawisko przeptywu ciepta i masy.

W przypadku pola temperatury wykorzystamy rozszerzone roéwnanie
przewodnictwa cieplnego (3.88) oraz funkcje¢ g, ktora zwigzany jest ze zmiang
temperatury nastgpujaca zaleznos$cia [Kaczkowski 1982, Podhorecki 2005]:

0 = Tyg, (4.9)
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stad:
1
g= T_of dt + g(0). (4.10)
t

W odniesieniu do rozszerzonego rownania dyfuzji, wykorzystana zostanie
natomiast nastgpujgca zalezno$¢, zwigzana ze zmiang stgzenia substancji
dyfundujacej:

¢ & Cyh, (4.11)
stad:
h=< 412

Rozszerzone réwnanie przewodnictwa cieplnego (3.88) mnozymy przez
wariacj¢ funkcji g i catkujemy po calym obszarze B oraz po czasie t:

f f 89(k8; — Ocec — To(yré + bé) + W)dBdt = 0. (4.13)
t B

Pierwszy czton powyzszego wyrazenia przeksztalcamy, korzystajac z zalezno-
sci na pochodng iloczynu oraz przeksztatcenia Gaussa — Ostrogradskiego:

j j 5gk6 ;dBdt = j j (6gk6,) dBdt - f f 5g:k6,dB dt
B t B B

t t

= f f 8gk9,inid (OBT)dt - f f SQ'ikglidB dt.
t 0Br t B

(4.14)

Przedstawione w pkt. 3.4.9 warunki brzegowe typu termicznego sg wzajemnie
rownowazne. Znajac np. warunek brzegowy I rodzaju, mozna bez problemow
przeksztatcic go w warunek II Iub IIl rodzaju. Zatem by skroci¢ zapis,
ograniczono si¢ jedynie do przedstawienia w sposob jawny w rownaniach
czasopracy wirtualnej jednego z tych warunkéw. Do otrzymanej zaleznosSci
(4.14) podstawiono warunek brzegowy typu termicznego Il rodzaju (3.94):

k6; =—q;, (4.15)
zatem:
ff6gk9'lld3 dt =
tB (4.16)
= —.[ f 5g(’jl-nl-d (E)BT)dt - f f 5g'ik9'l'dB dt.
t 0Bt t B

52



Modelowanie termodyfuzji sprzezonej metodq elementow czasoprzestrzennych

Powyzsze rownanie podstawiamy do zaleznos$ci (4.13) 1 porzadkujemy, korzy-
stajac ponownie z podstawien (4.9) i (4.11):

—f f 5g@lnld (aBT)dt - f f 5g'ikT0g.,l'dB dt +

t 9By t B

—ff(?gTogc&CdB dt—ff(?gToyTédB dt + (4.17)
t B t B

—ff(ngobcoth dt+ff5ngB dt = 0.
t B t B

Na koniec przeksztalcamy poszczegdlne calki rownania (4.17), wykorzystujac
catkowanie przez czg¢sci w odniesieniu do czasu:

jj&gTogcs'ch dt =
t B (4.18)
= f SgTOg'caCdBE; — f f 8GTogce dB dt.

B t B

f f 89TobCohdB dt =

‘e ' (4.19)
B t B

t B (4.20)

= f&qToyTedBIi; —fngToyTedB dt.
B t B

Po uporzadkowaniu otrzymujemy ostateczna posta¢ rbwnania czasopracy wirtu-
alnej przewodnictwa cieplnego:

f f 8GToCscgdB dt — f f 859 :kTog ;dB dt +
B B

t t
+jj5gTocobth dt+ff5g‘ToyTedB dt+ff5ngB dt +

t B t B t B (421)
—f f(‘)‘g(’jinid (aBT)dt+
t 0Bt
—f&gTocacgdBﬁ; - fagTocobthﬁ; - fcngOyTedBﬁ; = 0.
B B B
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Celem wyprowadzenia ostatniej czgsci roOwnania czasopracy wirtualne;j,
zwigzanej z przeptywem masy, korzystamy z rozszerzonego réwnania dyfuzji
(3.89), ktore mnozymy przez wspolczynnik dyfuzji D, oraz wariacje¢ nowej
wielkos$ci h, opisanej zaleznoscig (4.12) i catkujemy po catym obszarze B oraz
po czasie t:

f f 8h(DcDr8 i + DeDeey; + Décyi — D¢ + Dt = 0)dBdt = 0. (4.22)
t B
Pierwszy, drugi i trzeci czton powyzszego wyrazenia przeksztatcamy, korzysta-

jac z zaleznosci na pochodng iloczynu oraz przeksztatcenia Gaussa — Ostrograd-
skiego:

f f ShD:D76 ;dB dt = f f (ShDCDTQl-)’l,dB dt +
t B t B
— j j 8h;D:D70,dB dt = (4.23)
t B
= f f ShD:D78 n;d (0Bc)dt — f f 8h;DcD76 dB dt.
t 0B¢ t B

f f ShD¢D.e;;dB dt = f f (ahucuge,i)idz; dt +
t B t B

- f f 8h;DcDge;dBdt = (4.24)
B

t

=.[ j(?hDCDse,inid (ch)dt—ff5h,iDCD£e,idB dt.
t 0B¢ t B

J j ShDéc;;dB dt = f f (5hDgc,i),idB dt — f f 8h;DZc;dBdt =
t B t B t B (4.25)
= J j 8hDécn;d (0B;)dt — f f 8h;Déc;dBdt.
t 9Bc t B

Przedstawione w pkt. 3.4.10 warunki brzegowe typu dyfuzyjnego sa wzajemnie
rownowazne. Znajac np. warunek brzegowy I rodzaju, mozna bez probleméw
przeksztatci¢ go w warunek II Iub IIl rodzaju. Zatem by skroci¢ zapis,
ograniczono sie¢ jedynie do przedstawienia w sposéb jawny w réwnaniach
czasopracy wirtualnej jednego z tych warunkéw. Do otrzymanej zaleznosSci
(4.25) podstawiono warunek brzegowy typu dyfuzyjnego Il rodzaju (3.97),
korzystajac z zaleznos$ci (3.77):
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fiy = =Dr6; — Dee; — Dccy, (4.26)
zatem:

f f (—8h;DcDr8; — §h;DeDee; — 5h;Déc; — ShD¢
B

‘ (4.27)
+ 8hDT)dB dt — f f ShD H;n;d(0B.) dt = 0.

t B¢

Powyzsze réwnanie porzadkujemy, korzystajagc ponownie z podstawien (4.9)
i (4.11):

f f (=8h;DcDrTog; — 8h;DeDee; — 8k DECoh; — ShD Coh
£ r (4.28)

+ 8hDT)dB dt — j j ShD 1;n;d(dBc) dt = 0.
t 0B¢

Na koniec przeksztatlcamy czwarta catke rownania (4.28), wykorzystujac
catkowanie przez czegsci w odniesieniu do czasu:

f f ShD CohdB dt =
B

t (4.29)

= f S8hDcCohdB|;: — j j 8hD CyhdB dt.
B t B

Po uporzadkowaniu otrzymujemy ostateczng posta¢ roéwnania czasopracy
wirtualnej dyfuzji:

f f ShD,TdB dt — f f 8h;DcDrTog;d Bdt +

t B t B
—jj(Sh,l-DCDEe,idBdt—ffc?hliDECOhridB dt +

t _ t B (4.30)
+ f f 8hD;CohdB dt — f f ShDcfin;d (0Bc)dt

t

o]

>3}

t 0B¢
—fahpccohd;mg =0.
B
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43. ROZSZERZENIE ZASADY HAMILTONA NA
ZAGADNIENIE TERMODYFUZJI SPRZEZONEJ

Zasada Hamiltona stanowi uogoélnienie zasady minimum energii poten-
cjalnej na przypadek liniowej dynamiki [Kleiber 1995]. Uogolnienie to polega
na zbudowaniu pewnego funkcjonatu i nastgpnie na zadaniu, aby ten funkcjonat
spetniat odpowiednie warunki minimum. W klasycznym podej$ciu przyjmuje
sie, ze na koncach czasu obserwacji, wariacje przemieszczen zeruja si¢, a to
uniemozliwia wyprowadzenie z zasady Hamiltona warunkow poczatkowych
ruchu. Mozna jednakze omingé etap budowania funkcjonatu, korzystajac przez
analogie z zasady czasopracy wirtualnej [Kleiber 1995, Podhorecki 2005].
Tematyka rozszerzenia zasady Hamiltona jest caly czas aktualna. Proby
uogolnienia tej zasady poruszono m.in. w pracach Ji-Huan He [He 2017] i J.
Kim [Kim 2016, Kim 2017].

Poszczegolne calki rownan (4.8), (4.21), (4.30) oznaczaja wielko$ci wyra-
zone w J-s = N-m-s. Takie wielko$ci nazywamy czasopracg lub czasoenergig
[Kleiber 1995]. Zaleznosci te stanowig zasade czasopracy wirtualnej, widoczne
sg sprzezenia odksztalcen ¢;;, temperatury 6 (opisywanej funkcjg g) i dyfuzji c
(opisywanej funkcjg h). Celem uogoélnienia zasady Hamiltona, wprowadzamy
nastepujace oznaczenia [Sosnowska 2019]:

1
T, = EfuipuidB; (4.31)
B
1
Vu = E_[ SijO'ide; (432)
B
w, = fulpfldB + f uiﬁid (aBp), (433)
B 9Bp
11, .
Tr=3 f gToCecgdB; (4.34)
. B
Vp = Ef(g,ikTog.i — gToyre — gToCobh)dB; (4.35)
B
B OBr
1.
Te = E,f hD;CyhdB; (4.37)
. B
Ve = Ef hi(ToDcDrg; + DcDee; + CoDEh)dB; (4.38)
B
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0B¢

(4.39)

Powyzsze oznaczenia wprowadzamy do réwnan (4.8), (4.21), (4.30), otrzy-
mujac:

1 1
Sxu =26 f (T = Vu+ 5 W)dt = f SupidB|,: = 0; (4.40)
t 1 B
1 t , (4.41)
—Efag(Toc&Cg +ToCobh + Toyre)dB|,' = 0;
0
? 1 1
Sxc =26 f(TC = Ve + 5 We)dt - Efahnccohdmﬁ;. (4.42)
t B

Uogolniona zasada Hamiltona dla termodyfuzji ciala stalego ma zatem
nastgpujacag postac:

1
ox(u,0,¢c) =6xy +6xr +oxc = SI(T -V +EW)dt
t

1
— Ef(cmipiti + 6g(T0c£'cg' + ToCobh + TOyTe) (4.43)
B
+ 8hD¢Co)dB|™ = 0.
to
gdzie:
T=T,+Tr+7T, (4.44)
V=V,+Vr+7, (4.45)
W =W, +Wr+W,. (4.46)

Czesto w wariacyjnych sformutowaniach réwnan ruchu wprowadza si¢
ograniczenie, ze wariacje przemieszczen na koncach przedziatu czasu zanikaja
(np. [Kleiber 1995]). To zalozenie mozna przez analogi¢ przenie$¢ takze na
wariacje g i dh. W takim przypadku rownanie (4.43) przyjmuje postaé
przypominajaca klasyczng zasade Hamiltona:

1
ox(u,0,c) = 6[(7 -V+ EW)dt =0, (4.47)
t
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gdzie  jest minimalizowanym funkcjonatem, tzw. funkcjg Lagrange’a. Réwna-
nia czasopracy wirtualnej (4.8), (4.21), (4.30), a wiec takze zasada Hamiltona
(4.43), (4.47) nie dadza si¢ wyrazi¢ prosto jako minimum dobrze okreslonego
funkcjonatu. Wiadomo jednak, ze takie sformutowania dopuszczaja stosowanie
metod bezposrednich (np. [Nowacki 1991]). Mozna wykazaé, ze taka metoda
moze by¢ np. metoda elementow czasoprzestrzennych (MECZ) lub metoda
elementéw skonczonych (MES) i dowolna inna metoda do rozwigzywania
uktadu réwnan rézniczkowych zwyczajnych sprzgzonych.
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5. METODA ELEMENTOW CZASOPRZESTRZENNYCH
DO ROZWIAZYWANIA ZAGADNIENIA
TERMODYFUZJI SPRZEZONEJ

51. ISTOTA METODY ELEMENTOW
CZASOPRZESTRZENNYCH

Metoda elementow czasoprzestrzennych (MECZ) jest jedna z metod kom-
puterowych, numerycznych. Cecha wyrdzniajaca ta metode jest traktowanie
czasu t jako czwartej wspotrzednej, na réwni ze wspotrzednymi przestrzennymi
X [Podhorecki 2005]. To sprawia, ze w ogdlnym przypadku, powstajg cztero-
wymiarowe obiekty czasoprzestrzenne. Konsekwencja jest rowniez charaktery-
styczna aproksymacja rownania rézniczkowego [Bajer 2009, Podhorecki 2005].
Klasycznie stosuje si¢ dwuetapowag dyskretyzacj¢, niezaleznie wzgledem
zmiennych przestrzennych X oraz wzglgdem czasu t. Sprowadza si¢ to na og6t
do zastosowania najpopularniejszej metody numerycznej — metody elementow
skonczonych (MES) wraz z jedna z metod bezposredniego catkowania rownan
ruchu. W pierwszym etapie, w wyniku zastosowania dyskretyzacji przestrzen-
nej, uktad sprzezonych réwnan roézniczkowych czastkowych, opisujacych dane
zagadnienie poczatkowo — brzegowe, przeksztalca si¢ w uklad sprzgzonych
roéwnan rézniczkowych zwyczajnych wzgledem zmiennej czasowej. Nastgpnie,
W celu rozwigzania tego uktadu (liczba réwnan najczesciej wyraza sig
W tysigcach lub nawet milionach), konieczne jest zastosowanie dodatkowo
jednej z metod bezposredniego catkowania, jak np. metoda Newmarka, metoda
roznic skonczonych (MRS) lub metoda Zienkiewicza-Wooda (SSpj), albo
metody transformacji wtasnej. Z kolei w przypadku zastosowania metody ele-
mentow czasoprzestrzennych do rozwigzania zagadnienia poczatkowo — brze-
gowego, uktad sprzgzonych réwnan rozniczkowych czastkowych przeksztalca
si¢ wprost w uktad sprzezonych réwnan algebraicznych, dzieki jednoetapowej
dyskretyzacji czasu i przestrzeni.

Jak juz wspomniano, w przypadku stosowania klasycznych metod numery-
cznych, takich jak MES, dokonuje si¢ wytacznie dyskretyzacji przestrzennej,
niezaleznie od tego, czy rozpatruje si¢ problem statyczny, czy dynamiczny.
W wyniku dyskretyzacji powstaje szereg podobszarow, ktdre nazywamy ele-
mentami skonczonymi (ES). Dla kazdego z tych obszaréw mozna wyrazi¢
warto$¢ funkcji przemieszczen i innych funkcji w analizowanym obszarze
w zaleznosci od parametrow weztowych (np. 1), dzigki zastosowaniu funkcji
aproksymujacych, tzw. funkcji ksztattu ¢;, [Zienkiewicz 1972]. Dla przyktadu,
przemieszczenia w obszarze dowolnego elementu skonczonego e mozna opisac
nastgpujaco:

ui (X, 1) = ¢ (X1 (0). (5.1)
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Parametry wezlowe sg funkcjami czasu 7 (t), natomiast ¢7,(X) sa funkcjami
zaleznymi od wspotrzednych przestrzennych.

W przypadku metody elementéw czasoprzestrzennych, dokonuje si¢ jedno-
czesnej dyskretyzacji przestrzennej i czasowej (rys. 5.1), co prowadzi do po-
dzialu analizowanego obszaru czasoprzestrzennego na tzw. skonczone elementy
czasoprzestrzenne (SKECZ). Dla kazdego z nich, analogicznie do zaleznoS$ci
(5.1), mozemy zapisaC nastgpujgce rownanie:

ui (X, 1) = i (X, )7z (5.2)

Tym razem parametry weztowe nie sa funkcjami czasu 7y, ustalone sa dla
punktéw okreslonych w czasoprzestrzeni, sa warto$ciami funkcji uf w weztach
SKECZ. Zatem w przypadku zagadnien poczatkowo — brzegowych wygodnie
jest stosowa¢ MECZ, gdyz wspomniany uktad réwnan rézniczkowych czastko-
wych przeksztatca si¢ wprost w uktad rownan algebraicznych.

analizowan analizowan
/ obiekt X, / obiekt X,

wybrany element wybrany element

czasoprzestrzenny czasoprzestrzenny

analizowany analizowany

#obiekt X,

X,
wybrany element
czasoprzestrzenny

-~ yiybrany clement_ WA\
czasoprzestrzenny T Ty

t t

Rys. 5.1. Przyktady dyskretyzacji czasoprzestrzennej elementu pretowego

Kolejna niedogodnos$cig klasycznych metod numerycznych, w stosunku do
metody elementdw czasoprzestrzennych, jest konieczno$¢ stosowania W zasa-
dzie stacjonarnego (niezmiennego w czasie) podziatu rozpatrywanego obszaru.
Utrudnione jest wowczas np. dostosowanie lokalne siatki podziatu na podob-
szary w zaleznoséci od zachodzacych proceséow. Chociaz tworzone sg metody
adaptacyjne, jak np. metoda wielosiatkowa (multigrid) lub ruchomych siatek
(moving meshes), to posiadaja one pewne ograniczenia [Bajer 2009]. W meto-
dzie elementow czasoprzestrzennych nieskregpowana dyskretyzacja stwarza
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mozliwos$ci dostosowania siatki podziatu do zachodzacych proceséw, np. [Bajer
2009]:

» dopasowanie dyskretyzacji do zmiennego w czasie obciazenia;

» rozwigzywanie zagadnien nieliniowych, w ktorych drgania uktadu spet-
niaja wraz z uptywem czasu rozne rownania rézniczkowe;

» mozliwos$¢ formutowania sposobu catkowania w czasie indywidualnie dla
kazdego podobszaru;

» przesuwanie strefy lokalnego zaggszczenia siatki podziatu na podobszary
Wraz z przesuwajacym si¢ w czasie brzegiem;

» mozliwos¢ dostosowania dyskretyzacji do linii charakterystycznych
wyznaczonych w analizowanym obszarze czasoprzestrzennym, jak np.
granica zmiany fazy materiatu, strefy uplastycznione;j itp.

Doskonale podsumowanie metody elementow czasoprzestrzennych
przedstawit Witkowski: ,,Mefoda elementow czasoprzestrzennych stata sie
obecnie metodq badawczq, ktorej konkurencyjnos¢ w stosunku do innych
podejs¢  zalezy od charakteru rozwazanych zagadnien. Ogdlnie mozna
powiedzie¢, ze atrakcyjnos¢ metody wzrasta wraz z komplikacjqg modeli
obliczeniowych,  uwzgledniajgcych  szybkie  zmiany  ksztaltu  obiektu,
nieliniowosci fizyczne, zmienne w czasie koncentracje naprezen, zmieniajgce sie
warunki brzegowe...”

5.2.  OKRESLENIE CHARAKTERYSTYKI ELEMENTU
CZASOPRZESTRZENNEGO (SKECZ)

W ZAGADNIENIACH TERMODYFUZJI SPRZEZONEJ

Rozpatruje si¢ dowolny skonczony element czasoprzestrzenny (SKECZ)
0 w, weztach 1 s, stopniach swobody w kazdym wezle. Przyjeto takie
sformutowanie metody elementdéw czasoprzestrzennych, ze podstawowymi
niewiadomymi w rozpatrywanym zagadnieniu poczatkowo — brzegowym
termodyfuzji sprzezonej beda przemieszczenia u;(X,t) oraz funkcje g(X,t)
i h(X,t). W obszarze SKECZ (,, funkcja przemieszczen uf(X,t) opisana
bedzie przemieszczeniami (parametrami) weztowymi 75, za posrednictwem
aproksymacyjnej funkcji ksztaltu ¢7,(X,t), gdzie ,.e” oznacza numer skon-
czonego elementu czasoprzestrzennego. Dodatkowo, z uwagi na niewiadome
W postaci temperatury i stezenia substancji dyfundujacej, wprowadzone zostang
parametry weztowe zalezne od temperatury g&(T) oraz parametry weziowe
zalezne od stezenia substancji dyfundujacej hé (C). Do opisu stanu temperatury
i stezenia substancji dyfundujacej wykorzystane zostang funkcje ksztaltu:
P%. (X, t) oraz ¢g,(X,t). Za pomoca parametrow weztowych wyrazone
zostang wszystkie pozostate wielkosci opisujace rozwazane zagadnienie.
W Rozdziale 4 wyprowadzono nast¢pujace rOwnania czasopracy wirtualne;j:
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ff6ulpfldBdt—f8ulpu dBl ff6uipuid8dt+
tB (5.3)
f f5ulpld (aB )dt ff5€ij0'ijd3dt = 0;

t 0By t B
ffdidB dt+ff(Sg‘Toc&cg'dBdt+ff8g'ToCobthdt+
t B t B t B

+ff6g’T0yTedB dt—ff5g'ikT0g’,l-dB dt +

t B t B

(5.4)
—j f 5g@inid (aBT)dt
t 0Bt
- J‘SgTocg‘cg'dBK; - j5gTOC0bth|§; - j5gT0yTedB|§; =
B B B
ff&lDC‘rdB dt—ffé‘h,iDCDTTog'lidBdt+
t t
ff&l iDcDee; dBdt—ffSh DCCOh dB dt +
tB (5.5)

+ f f ShDcCohdB dt — j j ShDefmyd (9B)dt
t B t 0B¢

—fahDCcothﬁ; =0.

Ponizej przedstawia si¢ opis poszczegolnych funkcji wystepujacych w rowna-
niach czasopracy wirtualnej z wykorzystaniem parametrow wezlowych dla
dowolnego elementu czasoprzestrzennego e:

» Opis funkcji przemieszczen u;(X,t,T,C) i predkosci przemieszczen
ui(X,t,T,C):

u{(X,t,T,C) = q_bfa(X rg (T, 0),
u(X,t,T,C) = o5, (X, 1 (T, C),
(X, t,T,C) € N, X< Ty, Ty >X< Cy, Cy >,
, (5.6)
i=1,2,3,
e=12,..,F
a=1,2,..,4, = W,s,.
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>

Opis funkcji wariacji przemieszczen du; (X, t, T, C) i wariacji predkosci

przemieszczen 6u; (X, t, T, C):

Suf (X,t,T,C) = ¢p5, (X, )drE (T, C),
§uf (X, t,T,C) = g5, (X, )61 (T, 0),
(X,t,T,C) € 0, X< Ty, Ty >X< Cy,Cq >,
i=1,273,
e=12,..,F,
a=1,2..,4, = w,s,.

Opis funkcji odksztatcen €;;(X, ¢, T, C):
1 1
e =5 +ui) =3 @8 78), + (05 r;)’i] =

1
= E ((»bfa,j + (»bj('aa,i)rtf-

Po wprowadzeniu oznaczenia:

1
Bieja = E(d)iea,j + ¢]?a,i)'
otrzymamy efektywny opis funkcji odksztatcen:

&i(X,t,T,C) = Bf;o (X, )15 (T, ),
(X,t,T,C) € 2, X< Ty, Ty >X< Cy, Cy >,
i,j=1,2,3,
e=12,..,E,
a=12,..,4, = W,S,.

Opis funkcji wariacji odksztatcen 8¢;;(X,t, T, C):
8ei;(X,t,T,C) = Bfjo(X,)677 (T, ),
(X,t,T,C) € 2, X< Ty, Ty >X< Cy, Cy >,
i,j=1,2,3,
e=12,..,E,
a=12,..,4, = W,S,.

(5.7)

(5.8)

(5.9)

(5.10)

(5.11)

Opis aksjatora odksztatcen e(X, t, T, C) i wariacji aksjatora odksztatcen

se(X,t,T,C):

e¢(X,t,T,C) = €8 (X, t,T, C) = BEu (X, OT(T, C),
5e®(X,t,T,C) = 68, (X,t,T, C) = B,u (X, )61E(T, C),

(X,t,T,C) € 2, X< Ty, Ty >X< Cy, Cy >,
k=1,2,3
e=1,2,..,F,
a=12,..,4A, = W,S,.
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» Opis funkcji g¢(X, t, T) i wariacji funkcji 6g°(X,t,T):

ge(X; t, T) = ¢7e"al(X: t)gceu(T):
5ge(X; t, T) = ¢7e"al(X: t)gggl(T);
X, t,T) € N, X< Ty, Ty >, (5.13)
e=12,..,E,
a'=12..,4,=w,.

» Opis roznicy temperatur 8¢ (X, t, T) i wariacji roznicy temperatur
50°(X,t, T):
0 € Tyg,
He(X' t' T) = T()e()b'(la"al(XJ t)ggl (T),
696(X' t' T) = T()e()b’(la"al(XJ t)Sggcl(T)' (514)
(X,t,T) € 0, X< Ty, Ty >,
e=12,..,E,
@ =12 .. ,4, =w,

» Opis funkcji h(X, t, C) oraz wariacji funkcji 6h(X, t, C):

he (X, t, C) = (»bgaH(X: t)hgul(c);
Shé(X,t,C) = ¢pgan (X, t)ShE,, (),
(X,t,C) € 0, X< Cy.Cy >, (5.15)
e=12,..,F,
a'=1,2,.. VA = We.

» Opis zmiany st¢zenia substancji dyfundujacej c(X, t, C) oraz wariacji
zmiany st¢zenia substancji dyfundujacej 5c(X, t, C):

c ¥ Cyh
¢ (X,,C) = Coan (X, DR, (C),
8c¢(X,t,C) = Codplan(X, 6)6hg, (0),
(X,t,C) € 0, X< Co,Cy >,
e=12,..,E,
a'=1,2,..,4, = w,.

(5.16)

> Opis naprezen 0;;(X, t, T, C):
Zapisujac zaleznos¢ (3.87) dla dowolnego elementu czasoprzestrzennego,
otrzymujemy:
ofi = 2u°ef; + (A%e® —y70° —yéc®)dy;, (5.17)
Po wprowadzeniu oznaczen (5.10), (5.12), (5.14) i (5.16), otrzymamy
wlasciwa posta¢ wyrazenia (5.17):
o i(X,t,T,C) = 2u°Bf;, (X, )75 (T, C) +
+(ABiia (X, OTZ (T, €) = VTS 1o (X, 05 (T) + (518)
_ngO(pgaH (X, t)hZH (C))5U ,
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(X,t,T,C) € 2, X< Ty, Ty >X< Cp,Cy >,

i,j=1,23,

e=12,..,E,
a=1,2,..,4, = W,S,,
a'=1,2,..,4, =w,,

53. ROWNANIA METODY ELEMENTOW
CZASOPRZESTRZENNYCH

Przedstawione powyzej zaleznosci od (5.6) do (5.18) podstawiamy do
réwnan czasopracy wirtualnej (5.3) + (5.5), otrzymujac nastepujace zaleznoSci:

| @tusrgor e + dtororbipns - Biosre2u By

ﬂe

— ija6r§)LeB,‘§kﬂr§ i+ ijQSrfy%Toeqﬁiﬁ,gE,&ij

+ B o STEYECEDEp,hE, 817) A2 + f f b 15D d(09,) (5.19)
90y,

- [ptorepicanl -
B

|| @5abdgzwe + $sadoeitscecdtpst
Qe
+ ¢7895Ts Cobe depihG + 07895 TS VEBikpTs

- ¢’?al,i6921keTOe¢Ye"ﬁl,igE/) an — f ¢’?‘ar5g§lq\ienie d(a-QT)
e (5.20)
= f (050898 CE0° + P5aBgETEDC + o098 TE Vi) dB]

t§

B
=0.
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f (¢Cau5hsulD d)garl,iShScIIDgD%Tgqb'?ﬁr,iggr

¢Cau thgl/DCD Bkk/? lrﬁ ngarr,iath(DCe)zcgd)gﬁu ih/efu
+ ¢Can§hngC CO (I)Cﬂ”hﬂ”) d.Q - ff ¢ga”6h(ez”Dgﬁlene d(aﬂc) (521)

00ce
te

- f B ShE, DECABIL = 0.

W rownaniach (5.19) + (5.21) wystepuja wyrazenia zalezne od wewngtrznych
zrodet ciepta (W) oraz wewngtrznych zrodet masy (7). Aby opisaé te wyraze-
nia, nalezatoby doktadniej okresli¢ te wielko$ci, przeanalizowac je dla konkret-
nego przyktadu. Stad na tym etapie, wartosci te zostang pominigte. Ponizej
dokonano odpowiedniego pogrupowania rownan (5.19) + (5.21):

o ﬂ [ (biap® iy — Bja20°Bijp — BfjaA* Bl i)
+ gﬂ/Bl]aVTTO ¢Tﬁ/6l] + hﬁnBUayC CO ¢gﬁ~6ij + ¢ieapeﬁe] dn (522)

+ ff $.p¢ d(00,) - f pepcusanl | = o;

00pe

692} || [ d%erTsv2BEws
+ gzr((ﬁ%alToecgcqs'?ﬁr ¢?a/ lkeTOeqs'?ﬁr l)
+ hﬂ//d)T(l’TO CO be¢cﬁ”] d-Q ff ¢T0.” Tle d(a.QT) (523)

0071e

e
~ [ (@fcsc0° + BaTsbce + BtaTsvie? VAl = 0
0
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6htew ff[ rﬁ¢CaHtDCD Bkkﬁl gBI¢CaHLDCDTT0 ¢Tﬁll
+ hﬁ”(d)CaHDCCO (prﬁu ¢Cau,i(DC)2CO ()bC/j'u,i)] an

- f (;bg‘auDgﬁzened(a-Qc) f¢CauD edBl% = 0.

00ce

Do rownan (5.22) + (5.24) wprowadzamy nastgpujace oznaczenia:

Kgﬂ = ff(quape(]SieB - l]az.ueBz]B l]a}leBkkﬁ(yl]) an,
n
apr = H Bfio VTS $54,6:; A2,
0
S = J f BE Y ECEbEg 51y 2,
0
pe :ﬂ BE p°fEd0 + H e, pe d(30,) - f%peuedmte,
Qe 0pe
wp = ff D5ar TS VB A2,
2
5’[3’ = ff (qS?a/TOeC;ch?ﬁr - ¢%al,ikeToe¢%8/,i) df ’
2
arﬁu - f ¢TouT0 CO bed)CBu an,

- f (,bTarf]\fned(a.QT)-l-

007e

e
_ j ($$arCEch® + DS TEDSCE + 8, TEVEe®)aB |,
0
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ang =— f f ®lan,iDEDEBiyp, A2, (5.33)
Qe
srrﬁr == ff ¢gan,iDgD7€TOed)?ﬁr,i da, (5.34)
Qe
oeg‘uﬁl/ = ff (¢g‘aHDgCg¢gﬁu - ¢gall,i(Dg)2C5¢g‘ﬁll,i) d'Q (535)
Qe
e
Pcfn = - j (.bg'aHDgﬁienie d(a'QC) - jd)(e}a’HDgCedBl:% ’ (536)
00ce B

otrzymujgc rownania wazne dla SKECZ:
e e e e e e — .
67’; (Kaﬂrﬂ + KaBIgBI + Ka’ﬁ”hﬂn + Pae) = 0,
e e e e e e e e _ .
8gal (Ka/BTB + Ka’B’gB’ + Ka’ﬂ”h’B” + Pa/) = 0, (537)
Shgll(Kguﬁrﬁe + Kc(:rrﬁrggr + Kc(:rrﬁ//hgu + Pa?ll) =0.
Wariacje 6r¢, 5g&,, 6h,, moga przyjmowaé dowolne niezerowe wartosci (tzn.,
ze Orf #0, 695 #0, S6hE, #0), zatem spelnieniec rownan (5.37) jest
roéwnoznaczne ze spetnieniem nastepujacych warunkow:
Kgprs + Kep9p + Kapuhi, + Py = 0.
K;rﬂrﬁe + Kélﬂlggl + Ké/ﬂuh[e?l/ + P‘f, = O (538)
Koinﬁrﬁe + Kguﬁlgzl + Kguﬁnh[e?// + Pafll =0.
Zaleznosci (5.38) przedstawiaja uktad roéwnan algebraicznych liniowych, wazny
dla elementu czasoprzestrzennego (SKECZ). Wskazniki a i 8 zaleza od liczby
weztow  elementu czasoprzestrzennego (w,) oraz liczby stopni swobody
w wezle  (s.), t.a,B=12.,4,=w.s, a B =12, ..,4=w,,

a',p" =1,2,...,A, = w,. Otrzymany uktad rownafh mozna zapisa¢ w formie
macierzowe;j:

o Kapr Kapo |[76] [PE] 10
ap  Kapr Kapn |[9p |+ | Par | = H : (5.39)
gnﬂ Kérrﬁr Ké,,g,, hE,, Py, 0
zatem:
KeX¢+P°=0 (5.40)
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Otrzymany uktad réwnan jest stuszny dla kazdego elementu czasoprze-
strzennego e =1,2,..,E (E — liczba SKECZ). Zuwagi na wprowadzona
dyskretyzacje obszaru czasoprzestrzennego, nalezy dokona¢ scalenia poszcze-
gblnych elementow czasoprzestrzennych w cato$¢, tzw. agregacji. W tym celu
stosuje si¢ podejsScie analogiczne do klasycznej metody elementow skonczo-
nych (np. [Zienkiewicz 1972]). W wyniku uwzglednienia wszystkich SKECZ,
uktad réwnan (5.40) przyjmie nastepujaca postac:

E

Z(Kexe +P¢) =0 (5.41)
e=1
W wyniku sumowania macierze przeksztalca si¢ w uklady o charakterze
globalnym, tj.

» W globalng macierz sztywnosci czasoprzestrzennej K bedaca odpowied-
nig sumg macierzy sztywnosci wszystkich SKECZ;

» W globalny wektor niezaleznych parametréw weztowych SKECZ X
obejmujgcy wszystkie parametry w poszczegdlnych weztach zdyskrety-
Zowanego obszaru Czasoprzestrzennego;

» W globalny wektor obcigzen P stanowiacy sume wektorow obcigzen
poszczeg6lnych SKECZ w weztach.

W efekcie powstanie rownanie ruchu metody elementéw czasoprzestrzennych:

KX+P=0. (5.42)

Do zaleznosci (5.42) nalezy wprowadzi¢ warunki brzegowe oraz poczatkowe.
Rozwiazanie tego uktadu réwnan algebraicznych odbywa si¢ jednoetapowo, co
jest istotng zaleta metody elementow czasoprzestrzennych.

54. REKURENCYJNY CHARAKTER ROWNAN METODY
ELEMENTOW CZASOPRZESTRZENNYCH

Og6lng posta¢ rownania ruchu metody elementdw czasoprzestrzennych
w formie macierzowej przedstawiono w zalezno$ci (5.42). Niezaleznie od
sposobu dyskretyzacji, rownania (5.42) majg struktur¢ pasmowa (rys. 5.2).
Zatem uktad réwnan metody elementéw czasoprzestrzennych ma nastgpujaca
strukture (niezaleznie od sposobu dyskretyzacji):

A, B, 0 0 0 0 0 17 Xo

C, D,+A, B, 0 0 0 o || x,

0 0 C; D;+A; B 0 o || x; |+ (5.43)
0 0 0 0 Co-i Dy +Ayy Byl Xn

[ 0 0 0 0 0 C, p, Il x, |
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[ Py 1 107
Pl 0
+| P; |=10
Pn—l 0

| p, | Lol

gdzie A;, B;, C;, D; sa kwadratowymi podmacierzami macierzy sztywnos$ci
czasoprzestrzennej K. Jezeli rozpiszemy poszczegdlne rownania uktadu rownan
(5.43), to uzyskamy rownania rownowagi dla kolejnych chwil:

A0X0+B()X1+P0 =0
CIXO + (Dl +A1)X1 + 31X2 + P1 =0

CiXi—l + (Dl + Ai)Xi + BiXi+1 + Pi = 0 (544)

Ch1Xn o2+t Dy 1+A,_ )Xy 1+Bp 1 X +Pp1=0
c.X,-1+D,X,+P,=0.

70



Modelowanie termodyfuzji sprzezonej metodq elementow czasoprzestrzennych

analizowany obiekt analizowany obiekt
0 - S ¥ 0 L =X
1 1
2 2
3 3
i L
n n
t Vot
analizowany obiekt
0 '/ X
L VR VG
) "G VAR VR
c 3 I VI V.
[ VG V.
nk-N_ __N_ _ _
t

Rys. 5.2. Interpretacja graficzna pasmowe;j struktury rownan na przyktadach
dyskretyzacji czasoprzestrzennej elementu pregtowego

Do tych rownan wprowadzamy warunki brzegowe, tak jak w metodzie
elementow skonczonych. Przy znanych warunkach brzegowych, réwnania
(5.44) przeksztatcajg sie w rOwnania rekurencyjne:

X, = —(By) (40X, + Py)
X, =—(B)'[C: Xy + (D1 + A))X; + Py]

Xiv1=—B)C X1+ (D; + A)X; + P;] (5.45)

X, = _(Bn—l)_l[cn—lxn—z + (Dn—l + An—l)Xn—l + Pn—l]
i=123,..,n.
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55. KRYTERIA DOBORU FUNKCJI KSZTALTU ORAZ
STABILNOSC METODY ELEMENTOW
CZASOPRZESTRZENNYCH

Istotnym zagadnieniem metody elementéw czasoprzestrzennych jest
odpowiedni dobor elementéw czasoprzestrzennych, z uwagi na ich wielko$¢,
ksztatt oraz proporcje wymiaré6w. Wymienione parametry jakosciowe SKECZ
majg bezposredni wptyw na doktadno$¢ metody oraz, co istotne, na stabilno$¢
MECZ. W odniesieniu do wymiarow przestrzennych, reguty dotyczace optyma-
Inej dyskretyzacji sa analogiczne do zasad obowigzujacych w przypadku stoso-
wania metody elementow skonczonych (np. [Zienkiewicz 1972]).

MECZ jest metoda warunkowo stabilng, ktorej stabilno$¢ zalezy w gtownej
mierze od wymiaru elementu czasoprzestrzennego wzdluz osi czasu, zatem
nalezy uwzgledni¢ dodatkowo pewne ograniczenia dotyczace wymiaru czaso-
wego SKECZ. W niniejszych rozwazaniach stosowana jest procedura reku-
rencyjna. Przez btad aproksymacji zostanie zdefiniowana niedoktadno$¢, jaka
wnosi metoda w pojedynczym Kkroku obliczeniowym. Mozna przyjaé, ze
metoda jest stabilna wowczas, gdy niewielkim zaburzeniom odpowiadaja mato
zaburzone rozwigzania.

Ponizej przeanalizujemy, w jaki sposob niewielki, ,,nieunikniony” btad
w chwili poczatkowej 8¢ wptynie na proces rekurencyjny [Podhorecki 1989]:

Xo=268y, Xo=0oraz P;=0dlai =1,23,...,n. (5.46)

Korzystajac z rownan (5.45), mozna okresli¢ stan uktadu dla poszczegdlnych
chwil:

X, =T,y8,, (5.47)
gdzie:
Ty = —(By) 4, (5.48)
jest macierza przeniesienia z warstwy (chwili) 0 do 1.
Xiv1 =Ty, (5.49)
natomiast:

Ti = _(Bi)_l[CiTi—Z + (Dl + Ai)Ti—l]

i=123,..,n (5.50)

jest ogbdlng postacig macierzy przeniesienia z dowolnej warstwy (chwili) i do
warstwy i + 1.

Proces rekurencyjny bedzie stabilny, jezeli wszystkie wartosci wlasne
A; macierzy T; bedag mniejsze lub réwne jednosci, co jest réwnoznaczne
z warunkiem:

Amax] < 1. (5.51)
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Przy spelnionym warunku (5.51), poczatkowy btad 8y bedzie miat w kolejnych
krokach rekurencyjnych tendencj¢ malejaca. Pozwala to oszacowac przyblizong
warto$¢ macierzy przeniesienia, wykorzystywang w praktycznych obliczeniach:

T; ~—(B;)) '[C; + D; + A;]

i=123,..,n (5:52)

Powyzszy zapis macierzy przeniesienia znaczaco upraszcza badanie stabilno$ci.
Wartosci wlasne macierzy (5.52) muszg spetnia¢ warunek (5.51).

Z przedstawionych rozwazan jednoznacznie wynika, ze metoda elementow
czasoprzestrzennych w podanej w niniejszej pracy wersji jest metoda warun-
kowo stabilng. Na element czasoprzestrzenny natozone jest bowiem ogranicze-
nie (5.51). Problem stabilno$ci metody elementdéw czasoprzestrzennych byt
przedmiotem wielu prac, m.in. Langera [Langer 1979], Cyganeckiego [Cygane-
cki 1979, Cyganecki 1980], Bajera [Bajer 1987, Bajer 2009] i Podhoreckiego
[Podhorecki 1989, Podhorecki 2005]. Z rozwazan tych wynika takze, ze
stosowanie elementow czasoprzestrzennych o ksztalcie trojkata, czworoscianu
lub hiperczworoscianu (tzw. elementow symplektycznych) i odpowiedni dobor
funkcji ksztaltu, umozliwiaja sformutowanie MECZ w wersji bezwarunkowo
stabilnej.

Czasoprzestrzenne funkcje ksztalttu powinny spelia¢ trzy kryteria
wilasciwego doboru tych zaleznosci, sformutowane dla przestrzennych funkcji
ksztaltu w metodzie elementow skonczonych, dostosowane do czasoprzestrzen-
nego wnetrza i brzegéw elementu czasoprzestrzennego, tj. [Zienkiewicz 1972]:

» kryterium zgodnosci przemieszczen — odpowiednio dobrane funkcje
ksztattu zapewniaja ciaglos¢ pola przemieszczen oraz spetienie warun-
kow zgodnosci przemieszczen wzdtluz brzegdéw elementow czasoprze-
strzennych;

» kryterium statego odksztalcenia — prawidtowo dobrane funkcje ksztattu
umozliwiajag powstanie jednorodnego stanu odksztalcenia wewnatrz ele-
mentu czasoprzestrzennego;

» kryterium ruchu sztywnego — w przypadku wlasciwie dobranych funkcji
ksztattu, przemieszczenia weztow, ktore powoduja ruch elementu jako
bryly sztywnej, nie generuja odksztatcen wewnatrz SKECZ; nalezy jed-
nak podkresli¢, ze w przypadku MECZ ruch sztywny powoduje deforma-
cje elementu czasoprzestrzennego (w przeciwienstwie do MES) — tylko
catkowity bezruch analizowanego ciata gwarantuje brak deformacji ele-
mentu.

Ponizej przedstawia si¢ przyktady liniowych funkcji ksztattu ¢; dla kilku
wybranych elementow czasoprzestrzennych (przez analogi¢ do elementow
skonczonych, np. [Zienkiewicz 1972]):
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» Element trojkatny:

t
RS
ty
ty |
X
X1 X3 X3
Rys. 5.3. Przykiad elementu trojkatnego
1
b1 = ﬂ[(Xz% —t,X3) + (t; — t3) (X3 — Xp)t],
1
b, = ﬂ[(Xﬁl —t3Xy) + (5 — t) (X1 — X3)t],
1
¢ps3 = A [(X1tz — t1X2) + (& — t2)(X; — Xt], (5.53)
1 X &
A =§ 1 X, t.
1 X3 ts
» Element prostokatny:
N| 2a N
K N
3
—_ @ '4
§:§
2h A
V.
7° %
R
h

Rys. 5.4. Przyktad elementu prostokatnego
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1
bi =Z(1+fif)(1+fif),
(1ldlai=24
gi_{—lallai=1,3
.= { 1dla i_= 1,2 (5.54)
t —1dlai =234
-1<¢&<1,
-1<1t<1,
i=1,234.

» Element prostopadto$cienny:

Rys. 5.5. Przyktad elementu prostopadtos$ciennego

1
¢i =7 (A +&HA +nmA +1;7),

i7g
(1dlai=2468
Ei"{—1dlai=1,3,5,7
nz{ldMi=LZ&4
i = \-1dlai=5678
T_{ldMi=&£18 (5.55)
i = \-1dlai=1256
1<f<1,
-1<n<1,
-1<7t<1,
i=12 .8

75



Modelowanie termodyfuzji sprzezonej metodq elementow czasoprzestrzennych

6. PRZYKLADY OBLICZENIOWE

6.1. PRET PROSTY PODDANY DZIALANIU OBCIAZENIA,
CIEPLA 1 DYFUZJI

Rozwaza si¢ pret prosty o statym profilu przekroju poprzecznego, bedacy
W osiowym stanie napr¢zenia, Otoczony ostong izolacyjnag, ktora uniemozliwia
wymiang ciepta i wilgoci z otoczeniem. Wymiary poprzeczne preta sg znacznie
mnigjsze od jego dlugosci, stad mozna przyjaé, ze temperatura w precie jest
funkcja tylko jednej wspotrzednej X, skierowanej wzdtuz osi preta (rys. 6.1).

X3

X, =
Rys. 6.1. Rozpatrywany pret
Korzystajac z ogoélnej postaci rownan czasopracy wirtualnej (4.1) + (4.30),

wyprowadzono réwnania czasopracy wirtualnej rozwazanego elementu preto-
wego:

oN .
ch?u(a + pAf — pAi)dXdt = 0. (6.1)
1

j jdg (Akm — Abc, . — AT, (yré + bé) + AW) dX dt = 0. (6.2)
t

de? ac?
ffs (ADCDT o7+ ADCDe 5 + ADZ 7 — ADcé +ADC‘L') dXdt=0. (6.3)
1

Modyfikujac poszczegdlne calki powyzszego wyrazenia z wykorzystaniem
przeksztatcenia Gaussa-Ostrogradskiego oraz catkowania przez czesci (por. pkt.
4.2 Rozprawy), otrzymano ostateczng posta¢ rownan czasopracy wirtualnej
elementu pretowego:
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f f SupAfdX dt — f SupAuldX + f f SupAudX dt +

(6.4)
f6uP| dt—ff(?eNdth—O
t
ffdgAWdth+ff§gATocgcngdt+
t 1
+ff6gAT0C0bthdt+ffdgATOyTedth+
! (6.5)

6(89)
AkTO X dX dt — | 5gAglhdt +
t

ngATocscg| ax — JdgATOCObhltldX fagATOyTe|t1dX_0

a(6h) g
j f ShAD TdX dt — f f ADcDrTo > dX dt +

6(6h) de a(6h) oh
ff ADcD; = dX dt —ff ADCCOaXdth+ (6.6)
t
+jfahADCcothdt—fahADCmodt—fahADCcohﬁ;dX =0.
t 1 l

Ponizej przedstawia si¢ opis poszczegolnych wielkosci wystepujacych w row-
naniach czasopracy wirtualnej przedmiotowego elementu pretowego z wWyko-
rzystaniem parametrow wezlowych dla dowolnego elementu czasoprze-
strzennego e:
» Opis funkcji przemieszczen u(X,t,T,C) i predkoSci przemieszczen
u(X,t,T,C):

ut(X,t, T,C) = p5(X, )r$ (T, C),
u¢(X,t,T,C) = ¢S (X, )rg (T, 0),
X, t,T,C) € N, X< Ty, Ty >X< Cy,Cy >, (6.7)
e=12,..,E,
a=1,2,..,4, = Ws5, = W,.

» Opis funkcji wariacji przemieszczen Su(X,t,T,C) i wariacji predkosci
przemieszczen 6u(X,t, T, C):
Su¢(X,t,T,C) = pS(X,t)6ri (T, C),
Sue(X,t,T,C) = pE(X, t)8£(T, C), (6.8)
(X, t,T,C) € 2, X< Ty, Ty >X< Cy,C; >
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e=12,..E,
a=1,2,..,4, = WeS, = W,.

» Opis funkcji odksztatcen (X, ¢, T, C):

0 095 (X,t)
(X, 1,T,C) = 5 = FEE2r(T, 0,
(X,t,T,C) € 2o X< Ty, Ty >X< Co, € >, 6.9)
e=12,..,E,

a=1,2,..,4;, = WS = W,.

» Opis funkcji wariacji odksztatcen 5e(X,t, T, C):

5e°(X,t,T, C) = 225X spe(r, ),

(X, t,T,C) € 2, X< Ty, Ty >X< Cy,C1 >, (6.10)
e=12,..,E,
a=1,2,..,4, = WeS, = w,.

» Opis aksjatora odksztatcen e(X,t,T,C) i wariacji aksjatora odksztalcen
de¢(X,t,T,C):

3]

(X,6,T,C) = (1 - 2v°)e® = (1 — 2v9) 225D pe(p ),

5e€(X,t,T,C) = (1 — 21/%%51‘5(7”, 0),
X, t,T,C) € N, X< Ty, Ty >X< Cy,Cy >, (6.11)
k=123,
e=12..,E
a=12,..,4, = W.S, = W,.
» Opis funkcji g®(X, t, T) i wariacji funkcji 8g°(X,t,T):

g*X,t,T) = ¢p7a, (X, ) ga (T),
89°X,t,T) = ¢70,(X, 1)895,(T),
(X,t,T) € 0, X< Ty, Ty >, (6.12)
e=12,..,F,
a=12..,4, =w,.
» Opis roznicy temperatur 6¢(X, t, T) i wariacji tej roznicy 60€(X,t, T):
0°(X,t,T) = T¢ §fer (X, )96 (T),
80°(X,t,T) = T§ e (X, )69 (T),
X, t,T) € N, X< Ty, Ty >, (6.13)
e=1,2,..,F,
a=12..,4, =w,.

» Opis funkcji h(X, t, C) oraz wariacji funkcji 6h(X,t, C):

h¢ (X; t, C) = (.bg‘au(X: t)hgu(c); (614)
Shé(X,t,C) = pZan (X, t)SRE,, (C),
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(X,t,C) € 2, X< Cy, Cy
e=12..E,
a'=12,..,4

e — We.

» Opis zmiany stezenia substancji dyfundujacej c(X,t,C) oraz wariacji
zmiany st¢zenia substancji dyfundujacej 6c(X, t, C)
e(X t, C) - C0¢CaII(X t)h II(C)

5ce(X,t,C) = Codlun (X, t)6ha,,(C),
(X,t,C) € 0, X< Co,C; >

(6.15)
e=1,2,..,E,
o' =1,2,.. 4, = w,.
» Opis naprezen a(X, t, T, C) / sity normalnej N(X, ¢, T, C)
g¢(X,t,T,C) = E°® —y50°¢ —ylc® =
0ps(X, 1) .
—oyg & (T.0) = VETEPry (X, ) g5 (T) +
_Vg CO¢§alg(Xv t)hfrll(c)'
X, t
N = Ae(Ee%r;(T, C) +

~YETS Pt (X, g i (T) = YECodL o (X, DR (C))

= E®

(6.16)
’ a
(X, t,T,C) € 2, X< Ty, T; >X< Cy, C4
e=12,..,E,
a=12,..,4, = WeS, = W,,
a'=1,2,..,4, =w,,

Przedstawione powyzej zaleznosci od (6.7) do (6.16) podstawiamy do réwnan

czasopracy wirtualnej elementu prgtowego, pomijajac wewnetrzne zrodta ciepta
(W) oraz wewnetrzne zrodta masy (7):

ore Ufw eAefedth—f¢ peACi| dX

+-[J¢§peAe¢ﬁrBdth
t 1 (,bﬁ o0 (6.17)
¢
' j 95P|,dt - f f 206 pepe 200 e OV peyersey g,
o0 .

- X A )/CeCO(nbgﬁnh[e?u)dX dt} = 0.
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59&1 {f f ()i)"la"alAeT(;acg,Cd)'Ie"ﬁlgEldX dt
t

+ | | PS5 ACTECEDEDEp, hE, dX dt

| | STV~ 2ve) - 4)’3 rgdX dt

I
/

ﬁ'\ ﬁ‘\

(6.18)

0 0d74
ff Pra ACkeTE aX ,dth—fqu Acge|Ldt

f PG ACCE O° dX f Pe L ACTEDEC eltldX

-| q>%a,AeT§y%ee|€;dX} =0,
L

e A
She,, {— f ¢g; AeDgD%Toea—)Tf g5dX dt
t 1

f P 2¢g( D

——A°DEDE(1 — edth
aX C ( )

t 1

Glan e 2 ¢gﬁ” e
6.19
f aX ——A°(DE)*Cg ax hg,,dX dt (6.19)

J-[¢CaIIAeDCCO¢CBIIhﬁ//dX dt — f(pCaHAeDC °lodt

— f ¢ga,,AeDgce|§;dx} = 0.
l

Wariacje 6ry, 695, Ohg, przyjmuja dowolne niezerowe wartosci, zatem
ostatecznie mozna zapisac:

K‘iﬂ Kéﬂl Kéﬂu TE Pore 0
K(ilﬂ Ké/ﬂ/ Ké/ﬁu g;, + P(f, = [0] , (620)
Kes Kep Keugn||hg.| |Pan] 10
gdzie:
o0s . 095
“ﬁ _ff<¢ eAe(.bﬁ aAeEe X dxdt, (6.21)
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P
apr = f axa YiT6 Prp dXdt, (6.22)
t 1
PE
s = | [ G avecupty, dxae, 623)
t 1
e _ e e e e ¢ﬁ
wp = Gror AToyr(1 = 2v ) dX dt, (6.24)
t 1

, , e 0b7pr
Kep=| | (cp%a,AeT(?cscqsi,;, Ore pekers—T axar, (629
t 1l

Kerﬂn ff(»bTalAeTO Cobe¢cﬂrrdth (6.26)
Kenp=— f chg(1 - )%M dt, (6.27)
t
S = f j ¢C“”AeDCDTTO a(z;ﬁ dX dt, (6.28)
t
g f f Bt DECS 88, - P s gy LB v e, (629
pe= [ [ gepcacreaxde [ geplde— [gepraaiax,  (san)
t 1 t l

P;I = - f ¢;a1Aeqe|6dt +

t , (6.31)

- f (PFarA®CE 0 + G ATEDOCE + P50, A°TS ye®)| X,
0

Pin = f beqrA°DER°lodt — f DeqrADECC] (6.32)

Zaleznos¢ (6.20) przedstawia uktad rownan algebraicznych liniowych, wazny
dla elementu czasoprzestrzennego (SKECZ). Wskazniki a i f§ zaleza od liczby
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weztow elementu czasoprzestrzennego (w,) oraz liczby stopni swobody
w wezle (s,), tj. w przypadku przyjetego uktadu pretowego: a, f = 1, 2, ..., w,,

! li n rn
a,f=12..,w,a,B"=1,2,..,w,.

6.2. ROZWAZANE PROBLEMY

W ramach niniejszej rozprawy, opracowany model obliczeniowy termody-
fuzji sprzgzonej zaimplementowano do autorskiego programu komputerowego
w jezyku programowania C++. Analizowane zagadnienie jest zjawiskiem
bardzo ztozonym. Warto podkresli¢, ze w przypadku uktadu pretowego o trzech
stopniach swobody w wezle, macierz sztywno$ci czasoprzestrzennej jednego
elementu czasoprzestrzennego K€ ma wymiar 24x24. Stad jako pierwszy,
testowy przyktad wybrano prosty, elementarny przypadek, aby moc efektywnie
zweryfikowaé poprawno$¢ opracowanego modelu obliczeniowego oraz jego
implementacj¢ do autorskiego programu komputerowego. Rozpatruje si¢
stalowy pret prosty Ssztywno zamocowany na jednym koncu, a na drugim
poddany wydtuzeniu poczatkowemu o wartosci u(t = 0) = 0,02 m. Obliczenia
wykonuje si¢ dla uktadu niesprzezonego. Celem obliczen jest wyznaczenie
funkcji przemieszczen podtuznych u(X,t) oraz weryfikacja i analiza otrzyma-
nych wynikow (por. pkt. 6.3 niniejszej rozprawy).

W Przyktadzie Nr 2 rozpatruje si¢ stalowy pret prosty Sztywno zamoco-
wany na jednym koncu, a na drugim obciazony siltg osiowo rozciagajaca. Celem
obliczen jest wyznaczenie funkcji przemieszczen podhuznych u(X,t) i okresu
podstawowych drgan whasnych T w zaleznosci od przyjetych wymiaroéw ele-
mentu czasoprzestrzennego. Umozliwi to weryfikacj¢ tego, czy i w jakim
stopniu przyjeta gestos¢ dyskretyzacji ma wptyw na doktadnos¢ wynikow.
Obliczenia wykonuje si¢ dla uktadu niesprzezonego (por. pkt. 6.4 niniejszej
rozprawy).

W przyktadach Nr 3, 4, 5 i 6 rozpatruje si¢ proces sprzezony. Analizuje si¢
stalowy pret prosty pod wptywem kolejno nastgpujacych oddziatywan:

» sita osiowo $ciskajgca (por. pkt. 6.5 niniejszej rozprawy);

» zrodio ciepta (por. pkt. 6.6 niniejszej rozprawy);

» zrodio substancji dyfundujacej (por. pkt. 6.7 niniejszej rozprawy);

» laczny wpltyw oddziatywan (por. pkt. 6.8 niniejszej rozprawy).

Celem obliczen jest wyznaczenie funkcji przemieszczen podtuznych u(X,t),
zmian temperatury 6(X,t) i zmian stezenia substancji dyfundujacej c(X,t)
oraz analiza otrzymanych wynikow, czyli walidacja modelu obliczeniowego.

We wszystkich analizowanych przyktadach przyjmuje si¢ nastgpujace
dane liczbowe:

o dlugos¢ preta l=2m,

e pole przekroju poprzecznego A =0,01m?

e modut Younge’a E =205-10° Pa;
e  wspolczynnik Poissona v = 0,30;
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e gestos¢ objetosciowa p = 7850 %;
e ciepto whasciwe przy ustalonej deformacji Cec =3,53-10° Kfn3,
e  wspoélczynnik przewodnictwa cieplnego k =50 %;
e modut $cisliwosci K =166-10° Pa;
e wspotl. liniowej rozszerzalno$ci termicznej ap=1,2-1075 %;
yr =597,6-10% =%,
e wspot. liniowej rozszerzalno$ci dyfuzyjnej a. =1,25-107° 111:_;;
ye = 622,510 2
o wspolczynniki dyfuzji D, =15-10"15 %,

kg
m-zs-K'
De=1,2-107127

Dy =14-10"1*

e warunki poczatkowe u(x, t =0) = 0;
i(x,t =0) =0;
T(x,t = 0) = 288 K:
0(x,t =0)=0;
Clxt=0)=5
c(x,t =0)=0.

Przyjmuje si¢ rownomierng dyskretyzacj¢ preta z prostokatnymi elemen-
tami czasoprzestrzennymi (rys. 6.2). Wymiar przestrzenny elementu czasoprze-
strzennego (2a) przyjeto o wartosci 0,2 m (10 elementéw czasoprzestrzennych
na dtugosci preta). Z kolei wymiar czasowy SKECZ (2h) musi spetnia¢ waru-
nek stabilnosci:

» w analizowanym przyktadzie dominujacg czestos¢ wlasng mozna osza-
cowac¢ nastepujaco:

m |E T 205-10° 1 (6.33)
=— |-= / = 80271,6— :
“=%alp 201 7850 s

» zatem w elemencie czasoprzestrzennym wymiar czasowy h musi spet-
ni¢ nastepujacy warunek [Podhorecki 1989]:

\/§_ V3
w 80271,6

Ostatecznie przyjeto wymiar czasowy elementu czasoprzestrzennego o warto$ci
2h=4-10"%s.

h < =216-10"5s. (6.34)
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0 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 X
2h
1 F
2h
2 F
2h
3 F
2h
AT
2h
i F
2h
2a ,2a ,2a ,2a ,2a ,2a ,2a ,2a ,2a ,2a ,
A A A A A A 7 A A A
! "
4

t
Rys. 6.2. Zastosowana dyskretyzacja preta w czasoprzestrzeni
Przyjeto prostokatne elementy czasoprzestrzenne z weztami posrednimi
(rys. 6.3). Dobrano kwadratowe funkcje ksztaltu w nastepujgcej postaci

[Zienkiewicz 1972]:
» wezly narozne:

1
ba = bra = Pca = Z(l +8e)A +141) (6 + 11— 1)

—ldlaa=1,6
Eaz{ ldlaa = 3,8 (6.35)
. _{—1dlaa= 1,3
7| 1dlaa=6,8
» wezly posrednie:
1
¢a=¢Ta=¢Cazz(l_fz)(l‘l‘l'a‘[)dlafa:o 6.36
:{—1dlaa=2 (6.36)
@ ldlaa =7
1
bo = Pra = Pca = 5(1 + Eaf)(l - TZ) dla Ta =0 (6_37)

_(—1dlaa =4
f“_{ ldlaa =5
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% a L a %
A 7 7
1 2 3
AT yY
h ; X
x40 5 T a
h
;T
6 7 8
t
T==
h

Rys. 6.3. Element czasoprzestrzenny stosowany w obliczeniach

6.3. PRZYKLAD NR 1 - DRGANIA PODLUZNE PRETA
WYWOLANE WYMUSZENIEM KINEMATYCZNYM

Rozpatruje si¢ stalowy pret prosty (rys. 6.4) sztywno zamocowany na
jednym koncu, a na drugim poddany wydluzeniu poczatkowemu o wartosci
u(t =0) =0,02m. Celem ponizszych obliczen jest wyznaczenie funkcji
przemieszczen podtuznych u(X,t) oraz weryfikacja ianaliza otrzymanych
wynikow.

a u(t =0)=0,02m

Z

Rys. 6.4. Analizowany pret

Na rys. 6.5 i 6.6 przedstawiono wykres przemieszczen konca wspornika.
Wykres ten porownano z wykresem przemieszczen konca wspornika otrzyma-
nym przy wykorzystaniu metody elementow skonczonych i metody bezposre-
dniego catkowania rownan ruchu, metody Newmarka (rys. 6.7).
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0.02

0015

-0.01

0015

przemieszczenie kofica wspornika u [m]

2
o
=1

T T T T
o 1000 2000 3 000 <4000 5000 6 000

czas t+4-107 [s]

Rys. 6.5. Wykres przemieszczen konca wspornika obliczonych metoda elementow
czasoprzestrzennych

0.0z

0.015

0.01

0.005

-0.005

-0.01

-0.015

przemieszczenie kofica wspornika u [m]
o

-0.02 T T T T T
De00 1e08 206 3206 4206 5208 508

czast-4-107%[s]

Rys. 6.6. Wykres przemieszczen konca wspornika obliczonych metoda elementow
czasoprzestrzennych (dhuzszy okres obserwacji)
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2
o
5]

0.015
0.01

0.005 o

-0.005
-0.01 4

-0.015

przemieszczenie kofica wspornika u [m]
o
1

-0.02 T T T T T
0 1000 2000 3000 4000 5000 000

czast- 41076 [s]

Rys. 6.7. Wykres przemieszczen konca wspornika obliczonych metoda elementow
skonczonych z metoda Newmarka

Ponizej formutuje si¢ nastepujace wnioski wynikajace z analizy Przyktadu Nr 1:
» Przyktad Nr 1 dobrano w taki sposdb, aby w prosty sposéb mozna byto
zweryfikowaé przyjety model obliczeniowy i jego implementacj¢ do
autorskiego programu komputerowego w metodzie elementéw czaso-
przestrzennych. Wykres przemieszczen konca wspornika obliczonych
metodg elementéw czasoprzestrzennych ma prawidtowa strukture, dla
porownania przedstawiono rowniez analogiczny wykres w metodzie
elementow skoficzonych w polgczeniu z metoda Newmarka. Weryfi-
kacja wypadta pozytywnie. Na rys. 6.6 przedstawiono takze znacznie
dluzszy okres obserwacji, pozwolitlo to pozytywnie zweryfikowaé
stabilno$¢ rozwigzania.

» Woykres przemieszczen konca wspornika obliczonych metoda elemen-
tow czasoprzestrzennych jest bardziej regularny niz wykres w metodzie
elementow skonczonych. Wynika to z faktu, ze w metodzie elementow
czasoprzestrzennych przyjeto bardziej zaawansowana funkcje ksztattu
(zastosowano elementy czasoprzestrzenne z weztami posrednimi).

» Podczas wykonywania powyzszych obliczen zwrocono uwage na
stosunkowo duza wrazliwo$¢ wynikow na przyjmowang gesto$é
dyskretyzacji. Stad w Przykladzie Nr 2 przeanalizowana zostanie
doktadno$¢ wynikow w zaleznosci od przyjetych wymiarow elementu
Czasoprzestrzennego.

» Ze Scistego rozwigzania roéwnania rézniczkowego wynika w takim
przypadku amplituda drgan wynoszaca +0,02 m.

87



Modelowanie termodyfuzji sprzezonej metodq elementow czasoprzestrzennych

6.4. PRZYKLAD NR 2 - WPLYW DYSKRETYZACJI
CZASOPRZESTRZENNEJ NA STABILNOSC
| DOKEADNOSC MECZ

Celem ponizszych obliczen jest wyznaczenie funkcji przemieszczen podhu-
znych u(X,t) i okresu podstawowych drgan wlasnych T w zalezno$ci od przy-
jetych wymiarow elementu czasoprzestrzennego oraz weryfikacja i analiza
otrzymanych wynikoéw. Rozpatruje si¢ stalowy pret prosty (rys. 6.8) sztywno
zamocowany na jednym koncu, a na drugim obcigzony sitg osiowo rozciagajaca
opisang nastgpujaca zaleznoscia:

P(t) = PyH(t), (6.38)
gdzie:
PO = 50 kN,
H(t) jest funkcjg Heaviside’a o nastepujacych wlasciwosciach:
_(0dlat<0
H“)_{1matzo (6.39)

7 PO

Rys. 6.8. Analizowany pret

Sprezysty pret rozciggany osiows sitg nagle przytozong charakteryzuje nastepu-
jace rozwigzanie analityczne (Sciste rozwigzanie rownania rozniczkowego):
» amplituda przemieszczen konca wspornika:

50-103-2

Pl
Al=2-Algg =2 —=2-—20 2
L Lstat. EA 205-102-0,01

=9,76-10"% m; (6.40)

» podstawowa czestos¢ drgan whasnych:

7 ,E‘ 7 f205-109 1
=— |—= = 4013,6—: 6.41
Y=o T 22 7850 ary (6.41)

» okres podstawowych drgan wiasnych:

2 2
T=2=

® 40136

=1,57-1073s. (6.42)

Z szacunkowych ustalen dotyczacych stabilnosci metody elementow czasoprze-
strzennych wynika, ze wymiar czasowy SKECZ (h) powinien spetnia¢ nastepu-
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jacy warunek (w zalezno$ci od przyjgtego wymiaru przestrzennego, por. Wzory
6.3316.34):

> h<216-10"%*sdlaa=1,0m;

> h<216-10°sdlaa =0,1m;

» h<1,08-10">sdlaa=0,05m.
Wyniki otrzymanych obliczen przy réznej gestosci dyskretyzacji oraz ich po-
rownanie z powyzszymi wynikami analitycznymi zestawiono w Tabeli 1. Kolo-
rem zielonym zaznaczono optymalny stosunek wymiaru przestrzennego do
wymiaru czasowego SKECZ wynikajacy z przeprowadzonych analiz. Na rys.
6.9+6.14 przedstawiono pogladowo wybrane wykresy.

Tabela 1. Amplitudy przemieszczen konca wspornika oraz okres podstawowych drgan
wlasnych przy r6znych wymiarach elementéw czasoprzestrzennych

L.p. | Wymiar | Wymiar | Amplituda przemieszczen Okres podstawowych
prze- czasowy konca wspornika drgan wlasnych
strzenny | SKECZ
SKECZ h
[s] Unecz [M] blad Tuecz [5] blad
a[m]
wzgledny wzgledny
[%] [%]
1 1,0 5-1077 | 11,29-107° 15,7 1,66 -1073 5,7
2 1,0 1-107% | 10,07-107° 3,2 1,58-1073 0,6
3 1,0 5-107° | 9,76-107° 0,0 1,58-1073 0,6
4 1,0 1-107° | 9,76-107° 0,0 1,57-1073 0,0
5 1,0 51075 | 9,79-107° 0,3 1,59-1073 1,3
6 1,0 1-10™* | 10,14-107° 3,9 1,59-1073 1,3
7 1,0 5-107* oo (nie spetnia warunku stabilnosci)
8 0,1 5-1077 | 10,31-107° 5,6 1,63-1073 3,8
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Cd. Tabeli 1.

9 0,1 1-107¢ | 9,65-107° 11 1,58-1073 0,6
10 0,1 2:107% | 9,74-107° 0,2 1,57-1073 0,0
11 0,1 5-107° | 9,63-107° 1,3 1,58-1073 0,6
12 0,1 1-1075 ©

13 0,05 2-1077 | 10,33-107° 5,8 1,55-1073 1,3
14 0,05 3:1077 | 9,88-107° 1,2 1,55-1073 1,3
15 0,05 4-1077 | 9,75-107° 0,1 1,56 -1073 0,6
16 0,05 5-1077 | 9,63-10° 1,3 1,56-1073 0,6
16 0,05 1-107% | 9,81-107° 51 1,56 1073 0,6
17 0,05 5-107° ©

1.2e-04

11004
1e-04 | ‘ i
De-05
505
——

Ge-05 o

Se-05

Fe-05

3e-05 o

2e-05 . i

1e-05 —

przemieszczenie konca wspornika u [m]

0e00 . . .
o 10 000 20 000 30 000 40 000 50 000 60 000

czas t+1+107° [s]

Rys. 6.9. Wykres przemieszczen konfica wspornika przy nastepujgcych wymiarach
SKECZ:a=1,0m;h =5-10"7 s (por. L.p. 1 w Tabeli 1) — mata
doktadno$¢ wynikow przy zbyt matym wymiarze czasowym elementu
w stosunku do wymiaru przestrzennego
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1e-04

o] \u L
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Ge-05 o
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Je-05 o

LT N
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T T T T T T T T T T
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Rys. 6.10. Wykres przemieszczen konca wspornika przy nastepujacych wymiarach
SKECZ:a =1,0m;h = 1-107° s (por. L.p. 4 w Tabeli 1) — optymalny
stosunek wymiardéw elementu czasoprzestrzennego (przy jednym elemencie
czasoprzestrzennym na dtugos$ci preta)

1.5e230

12230

5e220

0e00

-5e220 o
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-1.5e230 1
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Rys. 6.11. Wykres przemieszczen konca wspornika przy nastgpujacych wymiarach
SKECZ:a =1,0m;h =5-10"*s (por. L.p. 7w Tabeli 1) — nieprawidto-
wos¢ wynikow przy zbyt duzym wymiarze czasowym elementu, ktory nie
spetnia warunku stabilno$ci metody (por. pkt. 6.2 niniejszej rozprawy)
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Rys. 6.12. Wykres przemieszczen konca wspornika przy nast¢gpujacych wymiarach
SKECZ:a=0,1m;h=2-10"° s (por. L.p. 10 w Tabeli 1) — optymalny
stosunek wymiar6w elementu czasoprzestrzennego (przy dziesigciu
elementach czasoprzestrzennym na dtugosci preta)

1.2e-04

1.1e.04 )
1e-04 -
9e-05
8e-05 ]
7e05 )
Be-05
Se-05
4e-05 ]
3e.05 )

2e-05 o

przemieszczenie konca wspornika u [m]

1e-05
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[i] 10 000 20 000 30 000 40 000 50 000 B0 000

czast-4-1077 [s]

Rys. 6.13. Wykres przemieszczen konca wspornika przy nastgpujacych wymiarach
SKECZ:a = 0,05m;h=2-10"7 s (por. L.p. 13 w Tabeli 1) — mata
doktadnos¢ wynikow przy zbyt matym wymiarze czasowym elementu
w stosunku do wymiaru przestrzennego
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Rys. 6.14. Wykres przemieszczen konca wspornika przy nastgpujacych wymiarach
SKECZ: a = 0,05m;h =4-10"7 s (por. L.p. 15 w Tabeli 1) — optymalny
stosunek wymiar6w elementu czasoprzestrzennego (przy dwudziestu
elementach czasoprzestrzennych na dtugosci preta)

Ponizej formutuje si¢ nastepujace wnioski wynikajace z analizy Przyktadu Nr 2:

» W przykladzie wyznaczono amplitudy przemieszczen konca wspornika

oraz okres podstawowych drgan wilasnych przy réznych wymiarach

elementow czasoprzestrzennych. Otrzymane wyniki poréwnano

z wartosciami wynikajacymi z rozwigzania analitycznego (Scisltego
rozwigzania rbwnania rozniczkowego).

» W wyniku weryfikacji wykazano, ze gestos¢ dyskretyzacji ma wplyw
na dokladno$¢ wynikow. Z przeprowadzonych analiz wynika, Zze poza
spetnieniem warunku stabilnosci, istotny jest rowniez odpowiedni
stosunek wymiaru przestrzennego do wymiaru czasowego SKECZ.
Zatem zageszczanie przestrzennego podziatu na elementy czasoprze-
strzenne, musi by¢ korelowane z zageszczaniem dyskretyzacji w wy-
miarze czasowym.

» Dla analizowanego ukladu prgtowego, podzial przestrzenny nie ma
znaczacego wptywu na dokladno$¢ wynikow. Satysfakcjonujace wyniki
mozna uzyska¢ przy podziale na jeden element przestrzenny.
Z powyzszych rozwazan wynika natomiast, ze wymiar czasowy
SKECZ nie moze by¢ ani zbyt maty ani zbyt duzy w stosunku do
wymiaru przestrzennego elementu. Ponadto w miarg jak zwieksza sie
liczha elementéw w wymiarze przestrzennym, wrazliwo$¢ na
odpowiednio dobrany wymiar czasowy ros$nie i zawegza si¢ przedziat,
ktory pozwala na uzyskanie zadowalajacych rezultatow. Taka
obserwacja zachgca do poglebionej analizy tego zagadnienia.
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6.5. PRZYKLAD NR 3 - OBCIAZENIE PRETA SILA
PODLUZNA WYWOLUJACE DRGANIA PRETA,
POWSTANIE ZMIENNEJ TEMPERATURY
| ZMIENNEGO STEZENIA SUBSTANCJI
DYFUNDUJACEJ

Celem ponizszych obliczen jest wyznaczenie funkcji przemieszczen
podtuznych u(X,t), zmian temperatury 6(X,t) i zmian stgzenia substancji
dyfundujacej c(X,t) oraz analiza otrzymanych wynikéw. Rozpatruje si¢ stato-
wy pret prosty (rys. 6.15) w ostonie izolacyjnej, Sztywno zamocowany na jed-
nym koncu, a na drugim obciagzony sitg osiowo $ciskajaca opisang nastgpujaca
zaleznoscia:

P(t) = PyH(t), (6.43)
gdzie H(t) jest funkcjg Heaviside’a o nastgpujacych wtasciwosciach:
0Odlat<0
HO={{ gt = 0 (6.44)

2 20

Rys. 6.15. Analizowany pret

Przyjeto kolejno nastepujgce wartosci sity Sciskajace;:

> Py =50 kN;
> P, =100 kN;
> P, =200 kN.

Wyniki obliczen dla 10 tys. chwil obserwacji (0,04 s) przedstawiono na rys.
6.16+6.34.
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Rys. 6.16. Wykres przemieszczen wybranych punktow wspornika przy obcigzeniu
0 warto$ci 50 kN (kolor niebieski — punkt na swobodnym koncu wspornika;
kolor czerwony — punkt w potowie dlugo$ci wspornika; kolor czarny — punkt
w odlegtosei 0,2 m od miejsca zamocowania)
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Rys. 6.17. Wykres przemieszczen wspornika przy obcigzeniu o wartosci 50 kN
w dwoch wybranych chwilach (kolor niebieski — wykres przemieszczen
w chwili t = 0,0399 s; kolor czerwony — wykres przemieszczen w chwili
t=0,025)
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Rys. 6.18. Wykres zmian temperatury w punkcie koncowym wspornika przy obcigzeniu
0 wartosci 50 kN
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Rys. 6.19. Wykres zmian stgzenia substancji dyfundujacej w punkcie koncowym
wspornika przy obcigzeniu o wartosci 50 kKN
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Rys. 6.20. Wykres zmian przemieszczen wspornika u [m] w czasie przy obciazeniu
0 wartosci 50 kN
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Rys. 6.21. Wykres zmian temperatury wspornika 8 [deg] w czasie przy obcigzeniu
0 wartosci 50 KN
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Rys. 6.22. Wykres zmian st¢zenia substancji dyfundujacej wspornika c [%] W czasie
przy obcigzeniu o wartosci 50 kN
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Rys. 6.23. Wykres przemieszczen wybranych punktow wspornika przy obcigzeniu
0 warto$ci 100 kN (kolor niebieski — punkt na swobodnym konicu wspornika;
kolor czerwony — punkt w potowie dtugosci wspornika; kolor czarny — punkt
w odlegtosci 0,2 m od miejsca zamocowania)
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Rys. 6.24. Wykres zmian temperatury w punkcie koncowym wspornika przy obcigzeniu
0 wartosci 100 kN
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Rys. 6.25. Wykres zmian stgzenia substancji dyfundujacej w punkcie koncowym
wspornika przy obcigzeniu o wartosci 100 kN
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Rys. 6.26. Wykres zmian przemieszczen wspornika u [m] w czasie przy obcigzeniu
0 wartosci 100 kN
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Rys. 6.27. Wykres zmian temperatury wspornika 8 [deg] w czasie przy obcigzeniu
0 wartosci 100 kN
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Rys. 6.28. Wykres zmian stgzenia substancji dyfundujacej wspornika c [%] W czasie
przy obcigzeniu o wartosci 100 KN
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Rys. 6.29. Wykres przemieszczen wybranych punktéw wspornika przy obcigzeniu
0 warto$ci 200 kN (kolor niebieski — punkt na swobodnym koncu wspornika;
kolor czerwony — punkt w potowie dtugosci wspornika; kolor czarny — punkt
w odlegtosci 0,2 m od miejsca zamocowania)
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Rys. 6.30. Wykres zmian temperatury w punkcie koncowym wspornika przy obcigzeniu
0 warto$ci 200 KN
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Rys. 6.31. Wykres zmian st¢zenia substancji dyfundujacej w punkcie koncowym
wspornika przy obcigzeniu o wartosci 200 kN
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Rys. 6.32. Wykres zmian przemieszczen wspornika u [m] w czasie przy obcigzeniu
0 wartos$ci 200 kN
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Rys. 6.33. Wykres zmian temperatury wspornika 8 [deg] w czasie przy obciazeniu
0 wartosci 200 kN
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Rys. 6.34. Wykres zmian st¢zenia substancji dyfundujacej wspornika c [m—‘i] W czasie
przy obcigzeniu o wartosci 200 KN

Ponizej formutuje si¢ nastepujace wnioski wynikajace z analizy Przyktadu Nr 3:

» Obliczenia przeprowadzono dla preta sztywno zamocowanego na

jednym koncu, a na drugim koncu obciazonego silg $ciskajaca. Do preta

nie przytozono zrodet ciepta ani substancji dyfundujacej. W przyktadzie

rozpatruje si¢ proces sprzezony. Celem obliczen byto ustalenie wptywu

obcigzenia zewnetrznego na generowanie i1 rozklad temperatury

i stezenia substancji dyfundujacej w precie oraz wptywu sprzg¢zenia na
rozktad przemieszczen.

» Z przeprowadzonych analiz wynika, Zze pod wplywem obcigzenia
zewnetrznego temperatura i stezenie substancji dyfundujacej w precie
zmieniajg si¢ w sposob harmoniczny. Okresy zmian temperatury
i stezenia substancji dyfundujacej sa takie same jak okres drgan. Jest to
uzasadnione, poniewaz oscylacje temperatury i stezenia substancji
dyfundujacej towarzyszace drganiom ciata sg bezposrednio zwigzane ze
zmianami objetosci tego ciala.

» Przyrosty temperatury i st¢zenia substancji dyfundujacej sa proporcjo-
nalne do wzrostu warto$ci obcigzenia zewnetrznego (przy dwukrotnie
zwiekszonej warto$ci obcigzenia zewnetrznego obserwuje si¢ dwukro-
tnie wieksza zmiane¢ temperatury i stezenia substancji dyfundujacej).

» W celu okreslenia wpltywu sprzgzenia na rozktad przemieszczen, po-
rownano warto$¢ amplitudy przemieszczen konca wspornika obcigzo-
nego silg 50 kN w ukladzie bez uwzglednia sprzezenia (u = 9,74 - 107°
m, por. Przyklad Nr 2) z warto$cia otrzymang przy uwzglednieniu
sprzezenia (u = 9,68 - 10~ m). Analiza ta oznacza wzgledng roznice
wynoszacg 0,6%.
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6.6. PRZYKLAD NR 4 — ZRODLO CIEPLA WYWOLUJACE
DRGANIA PRETA, POWSTANIE ZMIENNEJ
TEMPERATURY | ZMIENNEGO STEZENIA
SUBSTANCJI DYFUNDUJACEJ

Celem ponizszych obliczen jest wyznaczenie funkcji przemieszczen
podtuznych u(X,t), zmian temperatury 6(X,t) i zmian st¢zenia substancji
dyfundujacej c(X,t) oraz analiza otrzymanych wynikéw. Rozpatruje sie¢
stalowy pret prosty (rys. 6.35) w ostonie izolacyjnej, Sztywno zamocowany na
jednym koncu, a w potowie dlugosci przylozono zrédlo ciepla opisane
nastgpujaca zaleznoscia:

Q) = QoH (D), (6.45)
gdzie H(t) jest funkcjg Heaviside’a o nastepujgcych wiasciwosciach:
_(0dlat<0
HO = {{ gia > o (6.46)
ﬂ Q)
a @
l
I I
1 1

Rys. 6.35. Analizowany pret

Przyjeto kolejno nastepujace moce zrdodia ciepta:

» Qo =500W,

> Qo =1000W,;

> Qo =2000W.
Wiyniki obliczen dla 10 tys. chwil obserwacji (0,04 s) przedstawiono na rys.
6.36+6.57.
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Rys. 6.39. Wykres zmian temperatury wspornika przy zrdodle ciepta o mocy 500 W

w dwoch wybranych chwilach (kolor niebieski — wykres zmian temperatury
w chwili t = 0,04 s; kolor czerwony — wykres zmian temperatury w chwili
t=0,025)
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Rys. 6.40. Wykres zmian stgzenia substancji dyfundujacej w potowie dtugosci
wspornika przy zrodle ciepta o mocy 500 W

10101.000 —

8067 687 —-
T7834.333 —-
6701.000 4
5567 .687 —-
4434333 4

3301.000 +

czast-2-107° [s]

2167687 o

1034.333 4

-99.000 T T T T T T T T

-2.000 08587 3333 G.000 2667 11.333 14000 18667 19.333 22000

—— -5.0BBD-15
1.850D-12

dlugos¢ preta [ - 0,1 [m]

Rys. 6.41. Wykres zmian przemieszczen wspornika u [m] w czasie zrodle ciepta
0 mocy 500 W
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Rys. 6.42. Wykres zmian temperatury wspornika 6 [deg] w czasie przy zrddle ciepta
0 mocy 500 W
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Rys. 6.43. Wykres zmian stezenia substancji dyfundujacej wspornika c [%] W czasie
przy zrodle ciepta o mocy 500 W
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Rys. 6.44. Wykres przemieszczen wybranych punktéw wspornika przy zrodle ciepta
0 mocy 1000 W (kolor niebieski — punkt na swobodnym koncu wspornika;
kolor czerwony — punkt w potowie dtugosci wspornika; kolor czarny — punkt
w odlegtoscei 0,2 m od miejsca zamocowania)
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Rys. 6.45. Wykres zmian temperatury na koncach wspornika przy zrodle ciepta o mocy
1000 W
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Rys. 6.46. Wykres zmian temperatury w potowie dlugosci wspornika przy zrodle ciepta
0 mocy 1000 W
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Rys. 6.47. Wykres zmian stgzenia substancji dyfundujacej w potowie dtugosci
wspornika przy zrédle ciepta o mocy 1000 W
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Rys. 6.48. Wykres zmian przemieszczen wspornika u [m] w czasie zrodle ciepta
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Rys. 6.49. Wykres zmian temperatury wspornika 6 [deg] w czasie przy zrdodle ciepta
0 mocy 1000 W
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Rys. 6.50. Wykres zmian st¢zenia substancji dyfundujgcej wspornika c [%] W czasie
przy zrodle ciepta o mocy 1000 W
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Rys. 6.51. Wykres przemieszczen wybranych punktéw wspornika przy zrodle ciepta
0 mocy 2000 W (kolor niebieski — punkt na swobodnym koncu wspornika;

kolor czerwony — punkt w potowie dtugosci wspornika; kolor czarny — punkt
w odlegtosci 0,2 m od miejsca zamocowania)
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Rys. 6.52. Wykres zmian temperatury na koncach wspornika przy zrodle ciepta o mocy
2000 W
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Rys. 6.53. Wykres zmian temperatury w potowie dtugo$ci wspornika przy zrédle ciepta
0 mocy 2000 W
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Rys. 6.54. Wykres zmian stgzenia substancji dyfundujacej w potowie dtugosci
wspornika przy zrédle ciepta o mocy 2000 W
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Rys. 6.55. Wykres zmian przemieszczen wspornika u [m] w czasie zrodle ciepta
0 mocy 2000 W
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Rys. 6.56. Wykres zmian temperatury wspornika 8 [deg] w czasie przy zrodle ciepta
0 mocy 2000 W
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Rys. 6.57. Wykres zmian stgzenia substancji dyfundujacej wspornika c [%] W czasie
przy zrédle ciepta o mocy 2000 W

Ponizej formutuje si¢ nastepujace wnioski wynikajace z analizy Przyktadu Nr 4:
» Obliczenia przeprowadzono dla preta sztywno zamocowanego na jed-
nym koncu, a w potowie dlugosci preta przytozono zrodlo ciepta

0 okreslonej mocy. Do preta nie przylozono obcigzen zewngtrznych ani

zrodet substancji dyfundujacej. W przyktadzie rozpatruje si¢ proces
sprzezony. Celem obliczen bylo ustalenie wptywu zrodia ciepta na
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generowanie i rozklad przemieszczen oraz stezenia substancji dyfundu-
jacej w precie.

» Na skutek dziatania zrodta ciepta, w precie wygenerowaly si¢ gradienty
temperatury, przy czym najmocniej nagrzewa si¢ punkt w miejscu przy-
lozenia zrédta ciepta a najslabiej nagrzewaja si¢ konce preta. Zrodto
ciepla przytozono doktadnie w potowie preta, stad na obu koncach
przyrosty temperatur pokrywaja sie. Potwierdza to rowniez to, ze prze-
ptyw ciepta nie zalezy od sposobu zamocowania preta (Wykres zmian
temperatury po dlugosci preta jest symetryczny wzgledem punktu przy-
fozenia zrédta ciepta, zardwno na koncu zamocowanym, jak i na koncu
swobodnym uzyskano identyczne warto$ci przyrostu temperatury).

» Z porownania wykresow dla réoznych mocy zrodta ciepta wynika jedno-
znacznie, ze proces dyfuzji zachodzi szybciej w wyzszej temperaturze.

» Z przeprowadzonych analiz wynika, ze przyrosty przemieszczen,
temperatury i stezenia substancji dyfundujacej zmieniajg si¢ wprost
proporcjonalne do wzrostu mocy zrodta ciepta.

6.7. PRZYKLAD NR 5 - ZRODLO SUBSTANCJI
DYFUNDUJACEJ WYWOLUJACE DRGANIA PRETA,
POWSTANIE ZMIENNEJ TEMPERATURY
| ZMIENNEGO STEZENIA SUBSTANCJI
DYFUNDUJACEJ

Celem ponizszych obliczen jest wyznaczenie funkcji przemieszczen
podtuznych u(X,t), zmian temperatury 6(X,t) i zmian stezenia substancji
dyfundujacej c(X,t) oraz analiza otrzymanych wynikow. Rozpatruje si¢
stalowy pret prosty (rys. 6.58) w ostonie izolacyjnej, Sztywno zamocowany na
jednym koncu, a w potowie dtugosci przytozono zrédio substancji dyfundujace;j
opisane nastgpujaca zaleznoscia:

M(t) = MyH(t), (6.47)
gdzie H(t) jest funkcja Heaviside’a o nastepujacych wilasciwosciach:
_(0dlat<0
HO ={] et o (6.48)
ﬂ M(t)
ﬂ @
l
I I
4 Gl

Rys. 6.58. Analizowany pret

Przyjeto kolejno nastepujace wydajnosci zrodta substancji dyfundujace;:
» My=5g/s;
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> M, =10g/s;

> My=20g/s.
Wiyniki obliczen dla 10 tys. chwil obserwacji (0,04 s) przedstawiono na rys.
6.59+6.83.
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Rys. 6.59. Wykres przemieszczen wybranych punktow wspornika przy zroédle masy
0 wydajnosci 5 g/s (kolor niebieski — punkt na swobodnym koncu wspornika;
kolor czerwony — punkt w potowie dtugosci wspornika; kolor czarny — punkt
w odlegtosci 0,2 m od miejsca zamocowania)
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Rys. 6.60. Wykres zmian temperatury na koncach wspornika przy zréodle masy
0 wydajnosci 5 g/s
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Rys. 6.61. Wykres zmian temperatury w potowie dtugosci wspornika przy zrodle masy
0 wydajnosci 5 g/s
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Rys. 6.62. Wykres zmian stezenia substancji dyfundujgcej na koficach wspornika przy
zrdédle masy o wydajnosci 5 g/s
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Wykres zmian stezenia substancji dyfundujacej w potowie dtugosci
wspornika przy zrdédle masy 0 wydajnosci 5 g/s
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Rys. 6.64.

dlugoé¢ preta £+ 0,1 [m]

Wykres zmian st¢zenia substancji dyfundujacej wspornika przy zrodle masy
0 wydajnosci 5 g/s w dwoch wybranych chwilach (kolor niebieski — wykres

zmian stezenia substancji dyfundujacej w chwili t = 0,04 s; kolor czerwony
— wykres zmian stezenia substancji dyfundujacej w chwili t = 0,02 s)
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Rys. 6.65. Wykres zmian przemieszczen wspornika u [m] w czasie przy zrodle masy
0 wydajnosci 5 g/s
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Rys. 6.66. Wykres zmian temperatury wspornika 6 [deg] w czasie przy zrodle masy
0 wydajnosci 5 g/s
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Wykres zmian stezenia substancji dyfundujacej wspornika ¢ [%] W czasie
przy zrddle masy o wydajnosci 5 g/s

1.2e-10 o
1e-10 4
E‘ Se-11-
—
=
2 ge114
o
[
N
3]
2
5 4e114
E
L
N
o Ze-114
0e00 —
-Ze-1 T T T T T 1
o 2000 4000 & 000 8000 10 000 12 000

czast+4-107° [s]

Wykres przemieszczen wybranych punktow wspornika przy zrodle masy
0 wydajnosci 10 g/s (kolor niebieski — punkt na swobodnym koncu
wspornika; kolor czerwony — punkt w potowie dtugosci wspornika; kolor
czarny — punkt w odleglosci 0,2 m od miejsca zamocowania)
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Rys. 6.69. Wykres zmian temperatury na koncach wspornika przy zrodle masy
0 wydajnosci 10 g/s
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Rys. 6.70. Wykres zmian temperatury w potowie dtugosci wspornika przy zrodle masy
0 wydajnosci 10 g/s
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Rys. 6.71. Wykres zmian stezenia substancji dyfundujacej na koncach wspornika przy
zrdédle masy o wydajnosei 10 g/s
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Rys. 6.72. Wykres zmian stgzenia substancji dyfundujacej w potowie dtugosci
wspornika przy zrddle masy o wydajnosci 10 g/s
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Rys. 6.73. Wykres zmian przemieszczen wspornika u [m] w czasie przy zrodle masy
0 wydajnosci 10 g/s
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Rys. 6.74. Wykres zmian temperatury wspornika 8 [deg] w czasie przy zrodle masy
0 wydajnosci 10 g/s
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Rys. 6.75. Wykres zmian st¢zenia substancji dyfundujacej wspornika c [%] W czasie
przy zrddle masy o wydajnosci 10 g/s
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Rys. 6.76. Wykres przemieszczen wybranych punktow wspornika przy zrodle masy
0 wydajnosci 20 g/s (kolor niebieski — punkt na swobodnym koncu

wspornika; kolor czerwony — punkt w potowie dtugosci wspornika; kolor
czarny — punkt w odlegtosci 0,2 m od miejsca zamocowania)
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Rys. 6.77. Wykres zmian temperatury na koncach wspornika przy zréodle masy
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Rys. 6.78. Wykres zmian temperatury w potowie dtugosci wspornika przy zrodle masy
0 wydajnosci 20 g/s
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Rys. 6.79. Wykres zmian stgzenia substancji dyfundujacej na koncach wspornika przy
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Rys. 6.83. Wykres zmian st¢zenia substancji dyfundujacej wspornika c [%] W czasie
przy zrddle masy o wydajnosci 20 g/s

Ponizej formutuje si¢ nastepujace wnioski wynikajgce z analizy Przyktadu Nr 5:
» Obliczenia przeprowadzono dla prgta sztywno zamocowanego na
jednym koncu, a w potowie dlugosci preta przylozono zréodlo masy
0 okreslonej wydajnosci. Do preta nie przytozono obcigzen zewngtrz-
nych ani zrodet ciepta. W przyktadzie rozpatruje si¢ proces sprzezony.
Celem obliczen byto ustalenie wplywu zrédta masy na generowanie

i rozktad przemieszczen oraz temperatury w precie.

» Na skutek dziatania zrodta masy, w precie wygenerowaly si¢ gradienty
stezenia substancji dyfundujacej, przy czym najwicksza roznica stgze-
nia substancji dyfundujacej wystgpita w miejscu przylozenia zrdédia
masy a najmniejsza — na konicach preta. Zrodto masy przytozono dokta-
dnie w potowie preta, stad na obu koncach przyrosty stezenia substancji
dyfundujacej pokrywaja si¢. Potwierdza to réwniez to, ze przeptyw
dyfuzyjny nie zalezy od sposobu zamocowania preta (wykres zmian
stezenia substancji dyfundujacej po dlugosci preta jest symetryczny,
zaréwno na koncu zamocowanym, jak i na koncu swobodnym uzysk-
ano identyczne warto$ci przyrostu stezenia substancji dyfundujacej).

» Z przeprowadzonych analiz wynika, ze przyrosty przemieszczen,
temperatury i stezenia substancji dyfundujacej zmieniajg si¢ wprost
proporcjonalne do wzrostu wydajnos$ci zrodta masy.
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6.8. PRZYKLAD NR 6 — OBCIAZENIE PRETA SILA
PODLUZNA, ZRODLEM CIEPLA I SUBSTANCJI
DYFUNDUJACEJ WYWOLUJACE DRGANIA PRETA,
POWSTANIE ZMIENNEJ TEMPERATURY
| ZMIENNEGO STEZENIA SUBSTANCJI
DYFUNDUJACEJ

Celem ponizszych obliczen jest wyznaczenie funkcji przemieszczen
podtuznych u(X,t), zmian temperatury 6(X,t) i zmian st¢zenia substancji
dyfundujacej c(X,t) oraz analiza otrzymanych wynikéw. Rozpatruje sie¢
stalowy pret prosty (rys. 6.84) w ostonie izolacyjnej, sztywno zamocowany na
jednym koncu, na drugim obciagzony sila osiowo §ciskajaca opisang zaleznoscia
(6.43) o wartosci 50 kN (por. Przyktad Nr 3), w potowie dtugosci przytozono
zrodlo ciepta opisane zaleznoscig (6.45) o mocy 500 W (por. Przyktad Nr 4)
i zrodto substancji dyfundujacej opisane zaleznosciag (6.47) o wydajnosci 5 g/s
(por. Przyktad Nr 5).

ﬁ M (t)éQ(t) P(t)
a|/ l |-

Rys. 6.84. Analizowany pret

Wyniki obliczen dla 10 tys. chwil obserwacji (0,04 s) przedstawiono na rys.
6.85+6.92.
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Rys. 6.88. Wykres zmian stgzenia substancji dyfundujacej na koncu wspornika
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Rys. 6.89. Wykres zmian st¢zenia substancji dyfundujacej w potowie dlugosci
wspornika
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Rys. 6.92. Wykres zmian stgzenia substancji dyfundujacej wspornika c [%] W czasie

Ponizej formutuje si¢ nastepujace wnioski wynikajace z analizy Przyktadu Nr 6:
» Poréwnujac otrzymane wyniki z wykresami uzyskanymi w Przyktadach

Nr 3+5, mozna zauwazy¢, ze przypadek obcigzenia preta silg zew-
netrzng, zrodlem ciepta i zrodlem masy jednocze$nie jest superpozycja
rozwigzan uzyskanych dla kazdego z tych oddziatywan niezaleznie

135



Modelowanie termodyfuzji sprzezonej metodq elementow czasoprzestrzennych

(uwzgledniajac kazdorazowo sprzezenie pomigdzy poszczegdlnymi
zjawiskami).

» Przy tak dobranych danych i parametrach oraz przy stosunkowo
krotkim czasie obserwacji, wplyw proceséw termicznych i dyfuzyjnych
na przemieszczenia wspornika jest niewielki. Natomiast wplyw
obcigzenia zewngtrznego (generowanych na skutek drgah zmian
temperatury 1 stezenia substancji dyfundujacej) ma istotny wplyw na
rozktad substancji dyfundujacej i dominujacy wptyw na rozktad
temperatur. Gdyby znaczaco wydluzy¢ czas obserwacji, proporcje
zaczetyby ulega¢ zmianie. Wynika to z faktu, iz drgania zachodza
gwaltownie, majg duzg czgstotliwo$¢é, natomiast procesy termiczne
i dyfuzyjne zachodzg wielokrotnie wolniej.
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7. WNIOSKI KONCOWE

W rozprawie rozwaza si¢ zagadnienie termodyfuzji sprzgzonej w ciatach
statych. Wzajemnie sprz¢zone pola deformacji, rozktadu temperatury i stezenia
substancji dyfundujacej moga by¢ spowodowane np. obcigzeniem zewngtrz-
nym, oddziatywaniem dyfuzyjnym lub/i termicznym os$rodka, ktory otacza
cialo. Rozpatruje si¢ niestacjonarny (nieustalony) przeptyw ciepta i substancji
dyfundujacej, stad rozklad temperatury i stezenia substancji dyfundujacej
ulegajg zmianie w czasie. W pracy przyjete zostaty nastgpujace zatozenia:

» rozpatruje si¢ osrodek ciagly, fizycznie i geometrycznie liniowy;
» zmiana temperatury jest umiarkowana;
» zmiana stgzenia substancji dyfundujacej jest umiarkowana.

Sformutowano w niniejszym opracowaniu uklad réwnan rézniczkowych
czastkowych wzgledem zmiennych przestrzennych i czasu, opisujacy zagadnie-
nie poczatkowo — brzegowe termodyfuzji sprz¢zonej. Do rozwiagzania tej pro-
blematyki zastosowano metoda elementéw czasoprzestrzennych. ldea MECZ
polega na jednoczesnej dyskretyzacji przestrzennej i czasowej. Cechg wyr6z-
niajacg t¢ procedure od innych metod numerycznych jest traktowanie czasu jako
czwartej wspotrzednej, na rowni ze wspotrzednymi przestrzennymi. Zatem
w przypadku zagadnien poczatkowo — brzegowych wygodnie jest stosowac
MECZ, gdyz wspomniany uklad réwnan rézniczkowych czastkowych prze-
ksztalca si¢ wprost w uktad rownan algebraicznych.

Celem rozprawy jest opracowanie modelu ciata stalego geometrycznie
i fizycznie liniowego, poddanego dziataniu zmiennego w czasie i przestrzeni
obcigzenia, oddziatywaniom termicznym oraz przeptywom substancji dyfun-
dujacej, a takze sformutowanie algorytmu rozwigzania tego problemu z uzy-
ciem metody elementéw czasoprzestrzennych. Natomiast teza badawcza pracy
brzmi nast¢pujaco: mozliwe jest uzyskanie efektywnego rozwigzania zagad-
nienia poczatkowo — brzegowego termodyfuzji sprzezonej w cialach stalych
z uzyciem metody elementéw czasoprzestrzennych. Stad zakres rzeczowy
pracy obejmuje nastgpujacg problematyke:

» przedstawiono znaczenie analizowanego zjawiska w budownictwie,
wskazujac na mnogo$¢ zagadnien z tego zakresu w reprezentowanej
dyscyplinie naukowej;

» dokonano przegladu literatury zaréwno z zakresu termodyfuzji, jak
i metody elementow czasoprzestrzennych, wykazano przy tym, ze sg to
dziedziny rozwojowe i zasadne jest zastosowanie podejscia czaso-
przestrzennego do rozwigzania zagadnienia poczatkowo-brzegowego
termodyfuzji sprzgzone;;

» scharakteryzowano zagadnienie poczatkowo-brzegowego termodyfuzji
sprzgzonej w rozwazanym osrodku, poczawszy od sformutowania pro-
blemu i przyjetych zatozen, poprzez podstawy teoretyczne zachodzg-
cych zjawisk, az po synteze réwnan roézniczkowych czastkowych
wzgledem czasu i przestrzeni,
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» w celu zastosowania przyjetej metody rozwigzania problemu, wyprowa-
dzono réwnania czasopracy wirtualnej;

» sformutowano niezbgdne réwnania metody elementéw czasoprzestrzen-
nych i scharakteryzowano algorytm obliczen;

» opracowany model obliczeniowy termodyfuzji sprz¢zonej zaimplemen-
towano do autorskiego programu komputerowego w jezyku programo-
wania C++ i przedstawiono przyktady obliczeniowe z analizg otrzyma-
nych wynikdéw, pozwolito to pozytywnie zweryfikowa¢ poprawnosé
przyjetej metody rozwigzania rozwazanego problemu.

Z powyzszego Opisu wynika, ze cel pracy zostal osiagni¢ty a teza

badawcza zostata udowodniona, gdyz:

» opracowano model ciata statego geometrycznie i fizycznie liniowego,
poddanego dzialaniu zmiennego w czasie i przestrzeni obcigzenia,
oddzialywaniom termicznym oraz przeplywom substancji dyfundujace;;

» opracowano model obliczeniowy, tj. sformutowano algorytm rozwigza-
nia rozwazanego problemu z uzyciem metody elementow czasoprze-
strzennych;

» uzyskano efektywne rozwigzanie zagadnienia poczatkowo — brzegowe-
go termodyfuzji sprz¢zonej z uzyciem metody elementdw czasoprze-
strzennych.

Do oryginalnych elementéw pracy naleza:

» sformutowanie rownan czasopracy wirtualnej termodyfuzji sprzezonej;

» rozszerzenie zasady Hamiltona na zagadnienie termodyfuzji sprze¢zonej;

» zastosowanie metody elementdw czasoprzestrzennych do rozwigzania
zagadnienia poczatkowo-brzegowego termodyfuzji sprzezonej;

» autorski program komputerowy.

W niniejszej rozprawie opracowano model obliczeniowy, a w szczegol-
nos$ci zaproponowano algorytm obliczeniowy, ktory pozwala na rozwigzywanie
zagadnien z zakresu termodyfuzji przy ustalonych zalozeniach. Z uwagi na
ztozonos$¢ analizowanego zjawiska, w przyktadach obliczeniowych ograniczono
si¢ jedynie do elementu jednowymiarowego, co pozwolilo w prosty sposob
zilustrowa¢ wywody teoretyczne i zweryfikowaé poprawno$¢ opracowanego
modelu obliczeniowego. Dalsze badania, bedace kontynuacjg dotychczasowych,
moglyby obejmowacé przede wszystkich roszerzenie zakresu analizowanych
zagadnien na elementy bardziej ztozone, takie jak tarcze, ptyty, powtoki, bryty,
w tym réwniez o konstrukcji warstwowej. Umozliwitoby to analiz¢ bardziej
praktycznych zagadnien z zakresu budownictwa. Kolejnym interesujacym
kierunkiem rozwoju wydaje si¢ proba sformutowania modelu termodyfuzji przy
dowolnie duzych, gwaltownych zmianach temperatury i st¢zenia substancji
dyfundujacej. Wiaze si¢ to z konieczno$cig przyjecia nieliniowych rownan
przewodnictwa cieplnego i dyfuzji. Nalezaloby rowniez opisaé parametry
materialowe za pomoca funkcji zaleznych od temperatury i stezenia substancji
dyfundujacej. Takie podejscie wymagaloby z pewnoscig skojarzenia rozwazan
teoretycznych z badaniami dos$wiadczalnymi. Z przegladu literatury wynika
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rowniez, ze state materialowe zwigzane z przeplywem substancji dyfundujace;j
(wspotczynniki dyfuzji) nie sa w pelni i1 jednoznacznie wyznaczone,
prowadzone sa w tym zakresie liczne badania i analizy, ale czgsto zupehnie ze
soba nieskorelowane. Ten kierunek rozwoju stanowi rowniez ciekawa
alternatywe dalszych prac w zakresie termodyfuzji.
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W niniejszej pracy wykorzystano metod¢ elementow czasoprzestrzennych,
oparta na technice bezposredniej dyskretyzacji czasoprzestrzennej, W celu
rozwigzania problemu sprzg¢zonej termodyfuzji. Traktujac czas jako dodatkowy
wymiar przestrzenny, dokonuje si¢ jednoczesnej dyskretyzacji czasu i prze-
strzeni. Pelng aproksymacje czasoprzestrzenng mozna uzna¢ za rozszerzenie
metody elementéw skonczonych w dziedzinie czasu, pozwala to traktowac
zmienne przestrzenne w taki sam sposob jak zmienng czasowg. Rozwazano
odksztatcalne ciato state. Pod wptywem obcigzen zewngtrznych i sit masowych,
na skutek dziatania Zrodet ciepta i masy wewnatrz ciata lub/i w wyniku zmiany
temperatury oraz wyréwnywania stezen substancji dyfundujacych w rozpatry-
wanym obszarze, ciato ulega przemieszczeniom, odksztatceniom, zmienia si¢
temperatura i stezenie substancji dyfundujacej. Rozwazane liniowe zagadnienie
poczatkowo - brzegowe sprzezonej termodyfuzji opisane zostalo uktadem
rownan rozniczkowych czastkowych. Korzystajac z warunkow brzegowych
i poczatkowych, rownania fizycznego i dokonujac odpowiednich przeksztatcen,
otrzymano réwnania czasopracy wirtualnej, w ktoérych widoczne sg sprzezenia
odksztatcen, temperatury i dyfuzji. Rozwazania teoretyczne zilustrowano
i potwierdzono analizami numerycznymi.
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ABSTRACT

Modeling of coupled thermodiffusion using the space-time finite
element method
MSc. Magdalena Sosnowska

Key words: space-time finite element method, coupled thermodiffusion,
solid mechanics

A space-time finite element method based on the direct space-time
discretization technique is developed for solving coupled thermodiffusion
problem. By considering the time scale as an additional space dimension, the
spatial and temporal domains are simultaneously discretized. The full space-
time approximation can be considered as an extension of the finite element
method over the time domain and it allows to treat spatial variables in the same
way as the time variable. Deformable solid body has been considered. Under
the influence of surface forces and mass forces, due to the action of heat and
mass sources inside the body and/or as a result of temperature change and
equalization of the diffusible substance concentrations in the considered area,
the body experiences displacements, deformation, stresses, the temperature and
the diffusible substance concentration change. The considered linear initial -
boundary issue of coupled thermodiffusion is described by the set of equations.
Using the boundary and initial conditions, the physical equation and making
appropriate transformations, the equations of the virtual time-work are obtained
in which the couplings of deformations, temperature and diffusion are visible.
The theoretical analyses are illustrated and confirmed by numerical
experiments.
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