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1. WSTEP

1.1. WPROWADZENIE

Tematyka dotyczaca wyboczenia elementéw pretowych konstruke;ji jest cia-
gle aktualna. Wiele katastrof budowlanych bylo rezultatem utraty statecznosci
pewnych elementéw konstrukcyjnych pod wplywem réznego rodzaju obciazen
(fot.1, 2, 3, 4) . Pret, konstrukcja, moze dozna¢ utraty stateczno$ci zarowno pod
wplywem przekroczenia pewnej sily krytycznej lub pod wptywem nagle przyto-
Zonego obcigzenia, ktore ma tak duzg wartos¢, ze skutkuje wyboczeniem i w kon-
sekwencji katastrofag. Powodem utraty stateczno$ci moga by¢ tez krytyczne czg-
stotliwosci drgan wymuszonych.

Fot. 1. Przyktad utraty statecznosci pretow w budowﬁi(;tWie [wynéiazca.tv]

.\ ,.".'. . _ ol _/ y S
A a1, =" & T
Fot. 2. Katastrofa hali wystawowej w Katowicach, widoczne elementy konstrukcji, ktore

utracity statecznos$¢ [fot. A. Prugar]
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Fot. 4. Katastrofa WT w Nowym Jorku [fot. PAP/EPA]

Zagadnienia dotyczace stateczno$ci pretow i uktadow pretowych w zakresie
sprezystym byly badane przez Eulera juz w X VIII wieku [Euler 1759]. Jezeli pret
zostanie poddany pewnemu krytycznemu obcigzeniu $ciskajacemu sitg osiowa
traci swoja stateczno$¢, przechodzac ze stanu prostoliniowego w krzywoliniowy.
Takie zjawisko nazywa si¢ wyboczeniem. Utrata tej stateczno$ci nastgpuje po
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przekroczeniu tzw. sity krytycznej. Sita krytyczna jest to najmniejsza sita Sciska-
jaca, przytozona osiowo do preta, przy ktorej pret traci swojg stateczno$e, tzn.
przechodzi z rbwnowagi statej w rOwnowage chwiejna, co w istocie oznacza row-
nowage obojetng. Wraz ze wzrostem sily Sciskajgcej zmienia si¢ stan rownowagi
preta poddanego takiemu obcigzeniu. Wyrdznia si¢ rownowagg stalg, obojetng
i chwiejng (rys. 1.1.) [Kasprzyk 2015].

Rys. 1.1. Rodzaje rownowagi: I — stata, II — obojetna, III — chwiejna

Pierwszy ze stanéw to rownowaga stata, w ktorej ciato wychylone z pier-
wotnego potozenia ponownie do niego powraca. ROwnowaga obojetna ma miej-
sce, gdy przy dowolnie matym wychyleniu warto$¢ energii potencjalnej nie zmie-
nia si¢, tzn. ciato pozostaje w spoczynku lub porusza si¢ ruchem jednostajnym.
Natomiast rownowaga chwiejna to taka, w ktorej ciato wychylone z pierwotnego
poltozenia nie powraca do tego polozenia. Statecznos¢ konstrukeji jest cechg cha-
rakteryzujacag wrazliwos¢ konstrukcji na zaburzenia jej rownowagi [Olszowski,
Radwanska 2007; Mania 2010]. W analizie statycznej potozenie rownowagi za-
lezy od stanu obciazenia. Wzrost obcigzenia moze réwnowage te zaklocic i do-
prowadzi¢ do utraty statecznosci. Poza obcigzeniem statycznym konstrukcje do-
znajg obcigzen naglych, dynamicznych. W analizie utraty stateczno$ci pod wply-
wem takich obcigzen, utrata statecznosci nastgpi¢ moze nie tylko w wyniku prze-
kroczenia pewnej wartosci obcigzenia, ale moze by¢ tez wynikiem dziatania
drgan wymuszonych i wtasnych [Kasprzyk 2015].

Stan ruchu wzbudzony $ciskaniem podtuznym, podczas ktorego ugiecia wy-
kazuja tendencje nieograniczonego wzrostu okreslany jest mianem wyboczenia
dynamicznego preta. Ugiecia takie s w rzeczywistosci ograniczone, jednak przy
dostatecznie intensywnym obcigzeniu moga osigga¢ niedopuszczalne wartosci,
co doprowadzi¢ moze do trwalego ugiecia preta [Grybos 1980]. Dynamika kon-
strukcji to taki dzial mechaniki, ktéry zajmuje si¢ przyczynami powodujgcymi
ruch. Obcigzenie dynamiczne jest obcigzeniem zmiennym w czasie, pochodzié¢
moze np. od sil wiatru, trzesienia ziemi, fal morskich lub tez od ruchu pojazdow
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po mostach, czy od ruchu suwnic. Zasadnicze roznice pomi¢dzy zagadnieniami
statycznymi, a dynamicznymi to fakt, Ze w statyce obcigzenia, reakcje w podpo-
rach oraz sity wewnetrzne sg niezmienne w czasie, natomiast w dynamice obcig-
zenia oraz sity zewngtrzne i wewnetrzne sg funkcjami czasu.

W zwigzku z tym dynamika konstrukcji jest bardziej skomplikowana i wy-
maga wigcej pracy od analizy statycznej. W dynamice, zgodnie z zasadg d’ Alem-
berta powstaja sity bezwladnosci, co jest jednym z podstawowych problemow
analitycznych w dynamice konstrukcji [Chmielewski, Zembaty 1998].

Pewne czynniki, takie jak odstgpstwa od idealnej prostoliniowosci, mimo-
srodowos¢ sily Sciskajgcej, niejednorodnos¢ materiatu, przy uderzeniu podhuz-
nym powoduja wzbudzenie ruchu poprzecznego. W rozwazaniach analitycznych
dotyczacych wyboczenia preta wzbudzonego ruchem poprzecznym, uwzglednia
si¢ zwykle tylko jeden czynnik, tj. odstepstwo od prostoliniowos$ci, czyli wstepne
ugigcie osi preta.

Proces wyboczenia uderzeniowego jest procesem falowym. Pojawiajg si¢
fale gietne nazywane falami wyboczeniowymi. Z badan eksperymentalnych wy-
nika, Ze podczas wyboczenia zmianie ulega nie tylko amplituda, ale rowniez dtu-
go$¢ fal wyboczeniowych. Dlatego wyodrgbnia si¢ kilka faz takiego ruchu. Zau-
wazono tez, ze dtugos$¢ pierwotnej fali wyboczeniowej nie zalezy od warunkow
brzegowych 1 wstepnego ugiecia preta [Grybos 1980].

1.2. DEFINICJA STATECZNOSCI W SENSIE LAPUNOWA

Za tworce opisu stabilnosci (statecznosci) za pomocg réwnan rézniczko-
wych uwazany jest Lapunow [La Salle i in. 1961; Banas i in. 2011; Mitkowski
1991; Michel 1996]. W swojej pracy przedstawil sposob rozpatrywania stabilno-
$ci z wykorzystaniem dwoch odrebnych metod. Metoda pierwsza — posrednia —
zaklada, ze znana jest posta¢ jawna rozwigzania, ktoéra pozwala na badanie sta-
bilnosci lokalnej. Metoda druga, bezposrednia, odznacza si¢ duzym stopniem
ogolnosci i skutecznosci. Stuzy do badania stabilnos$ci w ograniczonym lub nie-
ograniczonym obszarze przestrzeni stanow ukladéw nieliniowych. Najwazniej-
szg zaleta metody bezposredniej jest to, ze nie wymaga si¢ znajomos$ci rozwigza-
nia réwnania rozniczkowego. Twierdzenie o stabilnosci wedlug Lapunowa
mozna sformutowac nastgpujaco [La Salleiin. 1961; Bana$iin. 2011, Mitkowski
1991; Michel 1996] (rys. 1.2):

» stan rownowagi jest stabilny, jezeli dla kazdego promienia ¢ istnieje pe-
wien promien 9, taki, ze jezeli pewna trajektoria wychodzi z punktu x(to),
znajdujacego si¢ wewnatrz obszaru w promieniu 9, to bedzie ona potem
stale pozostawaé w obszarze &,

» stan rownowagi jest stabilny, jezeli kazda trajektoria startujaca z wngtrza
pewnego obszaru jest zbiezna do punktu 0 dla t—oo,

» uklad jest niestabilny, gdy dla dowolnie duzego & wewnagtrz obszaru
R i pewnego dowolnie malego d istnieje zawsze taki punkt poczatkowy
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x(to), dla ktorego trajektoria wychodzi poza granice hipersfery o promieniu
€.

Rys. 1.2. Ilustracja definicji stabilnosci w sensie Lapunowa: x(to) — punkt poczatkowy
(warunki poczatkowe), 0 — punkt rownowagi, 1 — trajektoria uktadu niestabil-
nego, 2 — trajektoria ukladu stabilnego, 3 — trajektoria uktadu asymptotycznie
stabilnego [Bana$ i in. 2011]

1.3. INNE STOSOWANE DEFINICJE STATECZNOSCI

Stabilnos¢ jest to zdolnos¢ uktadéw mechanicznych do samoczynnego po-
wrotu do stanu rownowagi po ustaniu dziatania czynnika zakldcajgcego ten stan,
natomiast stateczno$¢ — to zdolno$¢ tych uktadow do ,przeciwstawiania sie” ta-
kim czynnikom zaklécajacym [Remco 1. Leine 2010].

Niestateczno$¢ definiuje si¢ na 0g6t jako proces, w ktorym niewielka zmiana
przyczyny powoduje bardzo duzg zmiang skutku. W definicji tej miesci si¢ zja-
wisko wyboczenia, kiedy niewielka zmiana sily (przyczyny) powoduje duza
zmiang¢ poprzecznego ugiecia (skutku) [Gawecki 1998].

Charakter utraty statecznosci zalezy od rodzaju konstrukeji (pret, stup itd.)
oraz od rodzaju i sposobu przylozenia obcigzenia. W mechanice konstrukcji wy-
roznia si¢ obcigzenia state, nazywane statycznymi oraz obcigzenia szybko-
zmienne okreslane jako dynamiczne. Przechodzac do statecznosci, wyrdznia si¢
teori¢ statecznosci statycznej i dynamicznej. W przypadku obcigzen dynamicz-
nych mozna wydzieli¢ klase obciazen pulsujacych, dziatajacych dowolnie dtugo,
oraz klas¢ obcigzen intensywnych, krotkotrwatych, ktére zostaja przytozone na-
gle i dziataja sporadycznie. Pierwsze z tych obcigzen moga pochodzi¢ np. od sit

Model numeryczny wyboczenia dynamicznego pretow z wykorzystaniem metody
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bezwtadnosci mas wirujgcych. Drugie natomiast sg uderzeniami, naglymi zerwa-
niami wigzoéw, czy tez wybuchami — nazywa si¢ je ogolnie obcigzeniami uderze-
niowymi [Grybo$ 1980].

Dla okreslenia statecznosci wyodrebnia si¢ cztery istotne elementy: forma
ruchu niezaburzonego (inaczej podstawowego), okreslenie wzgledem jakich pa-
rametroOw ruchu bada si¢ stateczno$¢, okreslenie wymuszen, ktére wywotujg za-
burzenia ruchu oraz okre$lenie przedzialu czasu, w jakim badamy statecznosé¢
[Grybo$ 1980]. Statecznos¢ pod wzgledem matematycznym badal Lagrange,
sprowadzajac si¢ do wymagania ograniczonosci rozwigzan rézniczkowych row-
nan ruchu przy niewielkich zaburzeniach [Grybos 1980].

Statecznos¢ konstrukcji to taka wlasciwos¢, ktora ma polegac na zachowa-
niu przez nie rownowagi statycznej trwatej pod wplywem dziatania obcigzenia
zewnetrznego [Timoshenko, Gere 1963; Bielajew 1954; Piechnik 1980, Gawecki
1984]. Na stateczno$¢ wptyw maja obcigzenia statyczne oraz dynamiczne. Dyna-
miczne wymuszenie moze mie¢ rozny charakter zalezny od czasu dziatania, moze
to by¢ tez impuls dziatania obcigzenia. Przebieg wczesniej opisanych obcigzen
dynamicznych opisany jest funkcja czasu [Mania 2010]. Jezeli oznaczy si¢ przez
P(t) obcigzenie dynamiczne, przez Py - amplitudg, a T, oznacza¢ bedzie czas dzia-
fania tego obcigzenia, mozna przedstawi¢ najczesciej analizowane wymuszenia
dynamiczne: impuls skokowy (rys. 1.3a), impuls liniowo-narastajacy (rys. 1.3b),
impuls sinusoidalny (rys. 1.3c), impuls prostokatny (rys. 1.3d) [Mania 2010].

Y p ®) b A
Po
— T r—r——{ >
t-czas >
t-czas
©) by d) pir) A
p\: Pc
LN SO B BN BN BN BN NN BN NN e D’ — — D
- foenae T t - czas

Rys. 1.3. Przyktadowe wymuszenia dynamiczne (impulsy): a) skokowy, b) liniowo-nara-
stajacy, ¢) sinusoidalny, d) prostokatny [Mania 2010]
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Przytoczone wyzej przyktady obcigzen impulsowych mozna zinterpretowaé
fizycznie. Ksztalt sinusoidalny moze odpowiada¢ za obcigzenie spowodowane
uderzeniem fali morskiej o burte statku i dalej przenoszace si¢ na jego poszycie.
Ksztalt prostokatny przebiegu obcigzenia w czasie moze przedstawia¢ uderzenie
masg, ktora nastepnie odbija si¢ po uderzeniu. Ksztalt trapezowy maja impulsy
dynamiczne, ktore powodowane mogg by¢ przez nagle powiewy wiatru na po-
szycia skrzydet samolotu. Przebieg wyktadniczy natomiast pokazuje obcigzenie
wywolane wybuchem. Ksztalt trojkatny o skokowo zmiennym nachyleniu, jest
impulsem opisujgcym wybuch nuklearny [Mania 2010].

1.4. PODSUMOWANIE

Statecznos$¢ uktadow konstrukcyjnych jest waznym jest zagadnieniem nau-
kowym, badawczym 1 inzynierskim. Elementy konstrukcyjne obiektow budow-
lanych moga traci¢ swojg stateczno$¢ pod wyptywem roznych obcigzen. Moga
dziata¢ na konstrukcje obcigzenia quasi statyczne lub obcigzenia dynamiczne, np.
wywotlane praca réznych maszyn i urzadzen. Moga to by¢ tez obcigzenia wywo-
tane silnymi wiatrami, trzgsieniami ziemi, ruchami sejsmicznymi itp.

Problematyka statecznosci konstrukcji, zwlaszcza przy dynamicznych ob-
cigzeniach jest trudnym i ztozonym zagadnieniem poczatkowo-brzegowym. Jest
to wazna i ciggle aktualna tematyka badawcza.

Model numeryczny wyboczenia dynamicznego pretow z wykorzystaniem metody
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2. STUDIA LITERATUROWE DOTYCZACE
MODELOWANIA FIZYCZNEGO1 ]
MATEMATYCZNEGO STATECZNOSCI PRETOW

2.1. PRZEGLAD LITERATURY

Statecznoscig zaczgto zajmowac si¢ juz w XVIII wieku, kiedy Euler [Euler
1759] a nastgpnie Lagrange [Lagrange, 1788] okreslili wartos$¢ sity krytycznej
dla preta wspornikowego obcigzonego sitg. W dalszych analizach Lagrange [La-
grange, 1788] uogdlnit rozwazania dotyczace sity krytycznej na inne warunki
podparcia i wyprowadzil rownanie wyboczeniowej osi preta.

W kolejnym stuleciu Young okreslit strzalke ugigcia preta Sciskanego mimo-
srodowo. Pierwszg poprawng wartos¢ sity krytycznej dla preta pod obcigzeniem
rownomiernie roztozonym wzdhtuz osi podat Greenhill [Greenhill 1881].

Wyboczenie w belkach powstaje w wyniku utraty efektywnej sztywnosci,
co spowodowane jest oddziatywaniem obcigzen $ciskajgcych powyzej wartosci
krytycznej. Prowadzi to do powstania w pretach wyboczonych znacznych prze-
mieszczen poprzecznych. Wyboczenie mozna rowniez zdefiniowac jako utrate
pierwotne] stabilnej $ciezki roOwnowagi, ktore nastgpuje wraz z przyrostowo
zwigkszaniem si¢ warto$ci przytozonego obcigzenia.

Obcigzenie wyboczeniowe (warto$¢ krytyczna obcigzenia) elementu kon-
strukcyjnego to poziom obcigzenia, przy ktorym aktualny stan rownowagi wstep-
nie naprezonej staje si¢ niestabilny, w wyniku czego element przechodzi w ko-
lejny stan rownowagi. Temu zjawisku mogg towarzyszy¢ duze przemieszczenia
- jesli element wyboczy si¢ z pierwotnej pozycji rOwnowagi do innego, bliskiego
pierwotnemu stanu rownowagi. Wyboczeniu bedzie towarzyszy¢ niewielkie
przemieszczenie na krzywej obcigzenie-odksztatcenie. W tym przypadku krzywa
obcigzenie - ugigcie jest monotoniczna i ciggla. Jesli natomiast nowy stan row-
nowagi znacznie odbiega do pierwotnego stanu rownowagi to utrata stabilno$ci
wigze si¢ z przeskokami, ktore sg widoczne na krzywej obcigzenie- ugigcie. Taka
sytuacja moze doprowadzi¢ do katastrofalnego zniszczenia konstrukcji.

W osiowo obcigzonym poczatkowo prostym precie sprezystym wystepuja
pomijalnie mate odksztatcenia osiowe do momentu, w ktérym element ten osig-
gnie stan krytyczny, tj. stan wyboczenia, co nastepuje przy krytycznej wartosci
progowej obcigzenia. Poczatkowe proste polozenie preta okresla si¢ jako pier-
wotng $ciezke rownowagi. Po przekroczeniu obcigzenia krytycznego dochodzi
do utraty prostoliniowos$ci preta (utrata statecznosci), w wyniku czego element
przechodzi do innego stanu rownowagi zwanego wtorng sciezka rownowagi. Ten
stan krytyczny nazywany jest stanem bifurkacji i oznacza rozdwojenie stanow
rownowagi. Przy dalej rosngcym obcigzeniu osiowym konstrukcja moze albo za-
chowac stan pierwotny, czyli stan, w ktorym pret nadal jest osiowo $ciskany albo
przejs$¢ do nowego stanu rownowagi, w ktorym nastepuje Sciskanie ze zginaniem
(Sciskanie mimosrodowe). Obcigzenie, przy ktorym konstrukcja moze znalez¢ si¢
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w stanie wyboczenia bifurkacyjnego nazywane jest rowniez obcigzeniem wybo-
czeniowym Eulera, ktory jako pierwszy rozwigzal problem wyboczenia [Jones,
2006]. Podczas wyboczenia preta praca wykonana przez przytozong sitg osiowa
jest magazynowana gtéwnie w postaci energii odksztalcenia przy zginaniu,
oprocz energii odksztatcenia spowodowanej odksztatceniem osiowym i $cina-
niem (jesli uwzgledni si¢ rozciggliwo$¢ osiowg i odksztalcenie S$cinajace).
Z uwagi na to, ze po wyboczeniu obcigzenie osiowe powoduje rOwniez zginanie
preta i jego poprzeczne boczne odksztatcenie, po wyboczeniu ten typ konstrukcji
jest okreslany jako belka-stup [Timoshenko i Gere, 1963].

Wyboczenie jest nieliniowym problemem mechaniki konstrukcji. W wyniku
liniowej analizy wyboczeniowej, ktéra dotyczy problemu wartosci wiasnych,
otrzymuje si¢ obciazenie krytyczne Eulera oraz postaci wyboczeniowe, czyli
warto$ci wiasne i zwigzane z nimi wektory wtasne. Oznacza to, ze gdy obcigzenie
przekracza warto$¢ krytyczna, pret wyboczy si¢ do znanego ksztattu z nieokre-
$long amplituda wyboczenia. Dzieje si¢ tak dlatego, ze nieliniowa cze$¢ pro-
blemu zostala zignorowana. Niemniej jednak dla danego obcigzenia, ktore jest
wigksze od obcigzenia krytycznego, powinna istnie¢ posta¢ wyboczeniowa
o skonczonej wielkosci. Wielko$¢ t¢ mozna znalez¢ z rozwigzania nieliniowego
problemu wyboczenia. Odpowiedz po wyboczeniu pokaze, w jaki sposob obcig-
zenie wyboczeniowe przy wyboczeniu jest zwigzane z no$noscig preta. Obecnose
imperfekcji geometrycznej odgrywa kluczowa role w okresleniu poczatku wybo-
czenia oraz rozgal¢zienia po wyboczeniu i zwigzanych z nimi stanéw. Punkt wy-
boczenia w obecnosci imperfekcji nie jest juz bifurkacyjny. Nazywa si¢ go raczej
punktem zatrzasnigcia lub punktem granicznym, w ktorym mozliwy jest skok dy-
namiczny, gdy obcigzenie wykracza poza obcigzenie wyboczeniowe. Zagadnie-
nia wyboczeniowe i powyboczeniowe doktadnie omowione zostaty w nastepujg-
cych pracach: [Jones, 2006; Sewell, 1968a; Sewell 1968b; Hutchinson i Koiter,
1970; Thompson i Hunt, 1973; Budiansky, 1974; Bazant i Cedolin, 2010; Thom-
son i Hunt, 1984; Simitses i Hodges, 2006a; Eisley i Waas, 2011; Lacarbonara,
2013].

W literaturze mozna znalez¢ wiele artykutléw naukowych, ktore dotycza wy-
boczenia pretow. Analizowane w artykutach zagadnienia, w zaleznos$ci od wa-
runkow brzegowych, mozna podzieli¢ na dwie gldéwne grupy, tj. prety z koncami
nieutwierdzonymi (mozliwy przesuw wzdhuz osi preta) oraz prgty o koncach
unieruchomionych. W pierwszej grupie, przy zwigkszeniu $ciskajgcego obciaze-
nia osiowego, jeden koniec preta zbliza si¢ do drugiego podczas odksztatcenia po
wyboczeniu. Taki sposéb modelowania preta umozliwia badanie wyboczenia
w przypadku duzych odksztatcen. Nie istnieje doktadne rozwigzanie takiego pro-
blemu, z wyjatkiem specjalnych przypadkow, w ktorych wykorzystuje sie catki
eliptyczne [Timoshenko 1 Gere, 1963; Humer i Irschik, 2011a; Humer, 2013].
Jesli deformacja jest stosunkowo duza, mozna zastosowaé pewne przyblizenia
dotyczace krzywizny zginania wykorzystujac rozwinigcie w szereg Taylora
1 w ten sposdb mozna uzyskaé przyblizone rozwigzanie dla odpowiedzi po wy-
boczeniu [Emam i1 Lacarbonara, 2021].
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Druga grupa obejmuje przypadki modelowania wyboczenia preta, ktorego
oba konce sa unieruchomione. W takiej sytuacji zwigkszenie przytozonego
osiowo obcigzenia nie wplywa na wyboczenie preta, poniewaz to dodatkowe ob-
cigzenie zostanie przeniesione przez reakcje podporowe. Innymi stowy, mozna
by si¢ zastanawia¢, jak to mozliwe, ze w tym przypadku istnieje zaleznos¢ obcig-
zenie-odksztalcenie w obszarze wyboczenia. W rzeczywistosci problem wybo-
czenia pretdw z nieruchomymi koncami jest zasadniczo inny niz jego odpowied-
nik dla pretow z ruchomymi koncami. Wiasciwym sposobem myslenia o wybo-
czeniu pretdw o nieruchomych koncach jest rozwazenie np. pretow poddanych
dziataniu naprezenia wstepnego. Po zakonczeniu procesu mikrofabrykacji i z po-
wodu naprezen szczatkowych, ktore sa poswigcone roznicy w rozszerzalnosci
cieplnej, pret i podtoze beda poddane $ciskaniu. Jesli pret zostanie uwolniony od
podtoza, podczas gdy jego konce pozostajg nieruchome, moze si¢ on wyboczy¢.
Amplituda wyboczenia w tym przypadku zalezy od wielko$ci naprezenia wstep-
nego. Gdy unieruchomiony na obu koncach pret ulega wyboczeniu, powstaja na-
prezenia rozciggajace i energia potencjalna w tym przypadku jest zwigzana za-
rOwno ze zginaniem, jak i z rozcigganiem w ptaszczyznie Srodkowej. Innym przy-
ktadem tej klasy modelowania jest wyboczenie pretow pod wplywem obciazen
higrotermicznych, zwigzanych z wilgotno$ciag danego materialu, gdy konce pre-
tow sg nieruchome. Rowniez w tym przypadku mamy do czynienia z rozciaga-
niem w plaszczyznie srodkowej. Ogolnie rzecz biorgc, problemy zaliczane do tej
kategorii dotycza pretow sprezonych, ktore sa poddawane obcigzeniom $ciskaja-
cym przy jednoczesnym wymuszeniu zachowania stalej odleglosci pomiedzy
koncami. Wyboczenie pretow z ruchomymi koncami jest okreslane jako kontrola
obcigzenia, a wyboczenie pr¢tow z koncami nieruchomymi nazywane jest kon-
trolg przemieszczenia [Bazant i Cedolin, 2010]. Nayfeh i Emam [Nayfeh i Emam,
2008] opracowali zamknigte rozwigzania dla standw po wyboczeniu pretow
o koncach nieruchomych z r6znymi warunkami brzegowymi i zbadali stabilno$¢
konfiguracji wyboczone;j.

Synteze dotyczgca modelowania wyboczenia pretow o koncach ruchomych
i unieruchomionych przedstawili Emmam i Lacarbonara [Emmam i Lacarbonara,
2022]. Autorzy dla kazdego z tych przypadkow przedstawili zalozenia przyjete
przy modelowaniu nieliniowego problemu wyboczenia oraz rozwigzania anali-
zowanego zagadnienia.

Wyboczenie pretow z osiowo nieutwierdzonymi koncami Emmam i Lacarbo-
nara [Emmam i Lacarbonara, 2022] analizowali dla trzech modeli, tj. preta nie-
rozciggliwego nieulegajgcego Scinaniu (klasyczny problem elastyczno$ci), prety
rozciggliwe nieulegajace Scinaniu oraz prety rozeiagliwe podlegajace Scinaniu.

Literatura poswigcona analizie statecznosci jest bardzo obszerna, jezeli chodzi
o polskie publikacje to warto na pewno wspomnie¢ o podrecznikach Nalaszkie-
wicza [Nalaszkiewicz 1958], Brzoski [Brzoska 1961], czy Zyczkowskiego
[Zyczkowski 1988]. Zastosowanie MES do analizy zagadnien stateczno$ci sta-
nowig przede wszystkim monografie Zienkiewicza [Zienkiewicz 1972], Kleibera
[Kleiber 1985] i Waszczyszyna i1 innych [Waszczyszyn i in. 1990]. Tematyka
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statycznej utraty statecznosci pretow zostala bardzo dokladnie omédwiona
w wielu monografiach i publikacjach [Timoshenko, Gere 1963; Brzoska 1965;
Jastrzebski i in. 1974; Gawecki 1984; Misiak 1993].

Teoria statecznosci konstrukcji pod obcigzeniem pulsujacym jest przedsta-
wiona szczegdélowo w monografii Bolotina [Bototin 1956], natomiast dyna-
miczne wyboczenie konstrukcji wrazliwych na réznego rodzaju niedoskonatosci
opisat Budiansky i Hutchinson [Budiansky, Hutchinson 1964].

W monografii Misiaka i Stachury [Misiak, Stachura 2010] analizowano za-
rowno stateczno$¢ statyczng i dynamiczng konstrukcji pretowych, ptytowych
i powlokowych. Do analizy stateczno$ci zastosowano metodg elementow skon-
czonych. Analizowano zakres liniowy i nieliniowy, w trakcie obliczen aktualizo-
wano opis geometrii, a rOwnania rownowagi rozwigzano metodg Newtona-Ra-
phsona. W pracy przedstawiono przyblizong metod¢ wyznaczania obcigzen kry-
tycznych dla ptaskich konstrukcji pretowych przy utracie stateczno$ci ptaskiej
postaci zginania. W monografii nie wyznaczono przemieszczen poziomych preta,
dla ktoérego dokonywano obliczen,

Kuzkin [Kuzkin 2015] w swojej pracy analizowat wyboczenie belki przy $ci-
skaniu sitg dziatajaca ze stalg szybkoscig. Wyprowadzit analityczny model belki
z jednym stopniem swobody, ktory miat pokaza¢ statyczne i dynamiczne wybo-
czenie stupa. Autor wykazal, ze w przypadku niewielkich wstepnych zaburzen
zaproponowany model daje proste zaleznosci analityczne pomiedzy gtownymi
parametrami: silg krytyczng, szybkoscig $ciskania i zaburzeniami poczatkowymi.
Czas potrzebny do uzyskania wyboczenia jest odwrotnie proporcjonalny do pier-
wiastka szeSciennego predkosci Sciskania i1 zalezy logarytmicznie od zaburzen
poczatkowych. Kuzkin analitycznie wyprowadzit sit¢ krytyczng w funkcji pred-
kosci Sciskania. Wykazal, Ze jego analityczne wyprowadzenia sg poparte dostep-
nymi wynikami badan laboratoryjnych (eksperymentalnych).

Statyczne oraz dynamiczne wyboczenie prgta wspornikowego obciazonego
roznymi rodzajami sit: sitg osiowa, rownomiernym momentem zginajacym oraz
momentem zginajacym wywolanym skupionymi oraz roztozonymi sitami po-
przecznymi przedstawili w swojej pracy Yang i inni [Yang i in. 2012]. Autorzy
szczegdtowo omowili wpltyw sztywnos$ci na wyboczenie, sztywnos$¢ skretng, oraz
wplyw rozciggania i $ciskania osiowego na wyboczenie. Analiz¢ przeprowa-
dzono przy wykorzystaniu metody elementdéw skonczonych splajnu (krzywej B-
sklejanej). W efekcie okazalo sie, ze ta metoda jest bardzo efektywna dla takiego
przypadku i mozna tatwo wykresli¢ wiele diagramow interakcji.

W literaturze znalez¢ mozna rozne kryteria utraty stateczno$ci smuktych ukta-
dow. Uktad smukty to taki uktad, ktorego zniszczenie nastepuje w wyniku utraty
statecznosci, a nie z powodu wytezenia materiatu [Tomski i in., 2004]. W swojej
monografii autorzy zawarli wyniki badan zaré6wno teoretycznych, numerycz-
nych, jak i eksperymentalnych, zagadnienia drgan swobodnych i stateczno$ci
uktadéw smuktych (kolumn).

Analize statecznosSci pretow krepych spoczywajacych na podtozu sprezystym
przeprowadzily Dudzik i Obara [Dudzik, Obara, 2010]. W analizowanym precie
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nie uwzgledniono przemieszczen poziomych powstatych w skutek dziatania
przylozonej sity. Obliczenia wykonano przy uzyciu metody elementéw skonczo-
nych w programie Mathematica.

Obara [Obara 2003] sformutowata rownanie ruchu dla preta krepego, ktory
Sciskany jest sita osiowa zmienng w czasie. Sita dziatajgca na pr¢t swobodnie
podparty powoduje powstanie w precie drgan podtuznych, ktore odbywaja si¢ ze
stalg czgstoscig 1 skonczong amplitudg. W analizie uwzgledniono odksztatcalnosé
postaciowa, nie uwzgledniono natomiast przemieszczen pionowych podpory
preta, ktorych element doznatl podczas dziatania sity.

Zagadnienie dotyczgce wyboczenia pretow stalowych poddanych obcigzeniu
uderzeniowemu rozpatrywali Brzuzy i1 Bak [Brzuzy, Bak 2018]. Do analizy wy-
korzystano metode roznic skonczonych. Przyjeto, ze czynnikiem, ktory inicjuje
niestabilne zachowanie preta jest jego ciagla deformacja osi. Analiz¢ oparto na
roéwnaniu dynamiki sprezystej, ktore zostato wyprowadzone przy zaniedbaniu za-
sady zesztywnienia. Uwzgledniono falowa reakcje wzdluzng preta, nie uwzgled-
niono obcigzenia poprzecznego, ale przyjeto zadane imperfekcje jego osi podtuz-
nej. Do analiz przyjeto dwa rodzaje pretéw: wiotki i krepy, co spowodowato ko-
nieczno$¢ stosowania réoznych wartosci krokow czasowych catkowania rownan
w czasie. W efekcie zauwazono, ze dziatanie obcigzenia niezanikajgcego, ktore
miato charakter uderzeniowy, powodowato lawinowg utratg statecznosci, ale po
uplywie pewnego czasu. Czas ten zalezal od smuktosci preta zaleznej od smukto-
$ci granicznej wg Eulera.

Kenny i in. [Kenny i in. 2000] analizowali dynamiczne wyboczenie sprezyste
preta smuklego z poczatkowymi niedoskonato$ciami geometrycznymi wzbu-
dzone impulsem osiowym. Stan wyboczenia prgta opisany zostat modelem nu-
merycznym z pomocg metody roznic skonczonych oraz metody elementow skon-
czonych. Na podstawie przeprowadzonej analizy numerycznej, przy wykorzysta-
niu dostepnych pakietow oprogramowania ADINA, ANSYS i NISA, autorzy wy-
kazali, ze charakterystyczny wykladniczy wzrost przemieszczen wyboczenio-
wych zainicjowaé mogg tylko losowe imperfekcje geometryczne. Szczegdlowe
modelowanie szczytowej amplitudy wyboczenia i odpowiedzi modalnej wyma-
galo przyjecia wspolczynnikow ksztaltu w proporcji 1:1. Autorzy wykazali, ze
przyjete przez nich modele réznic skonczonych zgodne sg z wynikami analiz teo-
retycznych. Efektywno$¢ modeli elementow skonczonych z kwadratowymi, pla-
skimi odksztatceniami byta lepsza niz elementow pretowych. Bylo to zwigzane
z nieodlgcznymi ograniczeniami krzywizny okreslonymi przez réwnanie Eulera-
Bernoulliego dla elementu pretowego. Autorzy analizowali kryterium wybocze-
nia na podstawie intensywnosci obcigzenia krytycznego.

Analiza numeryczna problemu dynamicznego wyboczenia utwierdzonego
preta kompozytowego obcigzonego osiowo impulsem wzbudzonym przez ciato
sztywne przeprowadzona zostata przez Liuiin. [Liui in. 2019]. Autorzy wypro-
wadzili rbwnanie wyboczenia dynamicznego preta przy wykorzystaniu zasady
Hamiltona. Do rozwigzania tego rownania wykorzystali metodg¢ centralnych roz-
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nic skonczonych i okreslili posta¢ wyboczenia preta kompozytowego pod wpty-
wem roznej masy uderzenia przy przyjgciu roéznych ugie¢ poczatkowych, pred-
kos$ci uderzenia oraz dlugosci krytycznej. Na podstawie przeprowadzonych ana-
liz stwierdzili, ze predkos¢ uderzenia, masa uderzenia i dtugos¢ krytyczna maja
istotny wptyw na dynamiczne wyboczenie pretow kompozytowych, a zmiany po-
czatkowego ugiccia w istotny sposéb wptywaja na postaé wyboczenia.

Analize doswiadczalng dynamicznego wyboczenia pretow kruchych pod
wplywem osiowego uderzenia pociskiem, przeprowadzili Gladden i in. [Gladden
i in. 2005]. Analitycznie wyprowadzono preferowana dlugos¢ fali wyboczenio-
wej, a nastepnie do§wiadczalnie sprawdzono otrzymane wyniki w zaleznosci od
materiatu, z ktéorego wykonany jest pret (teflon, suchy makaron, szkto i stal). Do-
wiedziono, ze w przypadku kruchych materiatow wyboczenie bedzie prowadzi¢
do rozdrobnienia preta. Niemonotoniczny charakter rozktadow diugosci fal po-
kazuje, ze istnieje Scisla zalezno$¢ pomigdzy procesem wyboczenia a procesem
fragmentacji.

Wyniki badan doswiadczalnych modeli pretéw pod wptywem dziatania pio-
nowego obcigzenia uderzeniowego, przedstawili Migda i Jankowski [Migda, Jan-
kowski 2010]. Jako model stupa przyjeto pret stalowy ze wstepng deformacja. Na
pret zrzucano, z roznych wysokos$ci, kule z plasteliny, ktére mialy imitowac ob-
cigzenia uderzeniowe powstajace w trakcie trzesien ziemi. Mierzono pionowe
przyspieszenia platformy, do ktérej zamocowany byt pret, przyspieszenia kuli
bedacej obcigzeniem oraz poziome przemieszczenia srodka preta. Efektem tych
badan jest stwierdzenie, ze poziom zarejestrowanych wartoSci przyspieszen
1 przemieszczen zalezal od wstepnej deformacji preta. Jezeli wysoko$¢ upadku
kuli (wigc rowniez jej warto$¢ przyspieszenia) nie przekracza pewnego poziomu,
to pomimo wstgpnego ugiecia i wstgpnego obcigzenia, pret potrafi przenie$é dosc
znaczne obcigzenia dynamiczne.

Sposrod wielu eksperymentow dotyczacych uderzeniowego wyboczenia pre-
tow warto wspomnie¢ o doswiadczeniach Abrahamsona i Goodiera [Abraham-
son, Goodier 1966], w ktorych mierzono dtugo$c fal wyboczeniowych, zarbwno
sprezystych jak i plastycznych.

Dynamiczne wyboczenie pr¢tow sprezysto — plastycznych jest tematem wielu
artykutow. Wérdd autorow zajmujacych si¢ tym zagadnieniem mozna wymienié
Karagiozovg i Jones’a [Karagiozova, Jones 1995], ktorzy przedstawili zastoso-
wanie wrazliwego na imperfekcje, prostego modelu sprezysto — plastycznego do
zbadania nieliniowego wyboczenia stupow krotkich. W swojej pracy przedstawili
osiowe obcigzenie udarowe modelu masa o zadanej predkosci poczatkowej. Na
podstawie wynikow badan wykazali, ze wigksza masa obcigzeniowa przy ude-
rzeniu w model prowadzi do wigkszych przemieszczen bocznych przy wybocze-
niu, natomiast niestabilnos$¢ preta jest bardziej wrazliwa na istnienie poczatko-
wych niedoskonatosci przy wigkszych predkosciach uderzenia. Autorzy przed-
stawili pewne wskazowki dotyczace wyboru réznych parametrow w modelu,
w celu przeprowadzania analiz praktycznych konstrukcji inzynierskich.
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Lepik [Lepik 2000; Lepik 2001] w swoich pracach przedstawil analizg teore-
tyczng zagadnienia dynamicznego wyboczenia pretow sprezysto — plastycznych
pod wptywem dziatania osiowych sit $ciskajgcych. W swoich obliczeniach po-
minat efekty bezwladnosci osiowej. Autor przedstawit numeryczny sposob cat-
kowania rownan ruchu. W swojej drugiej pracy autor przedstawil wyboczenie
osiowo $ciskanych pretow sprezysto — plastycznych, do ktorych obcigzenie przy-
ktadane bylto natychmiast i nie zmieniato si¢ juz podczas ruchu. Uwzgledniono
wplyw fal naprezen biegnacych wzdtuz preta.

Ponownie tematem spr¢zysto — plastycznych elementow konstrukcyjnych za-
jeli si¢ Karagiozova i Alves [Karagiozova, Alves 2008] dokonujgc przegladu
wiedzy dotyczacej niesprezystej statecznosci dynamicznej i zachowania si¢ po-
krytycznego réznych elementéw konstrukcyjnych. Omoéwiono w artykule bada-
nia odpowiedzi dynamicznej obcigzonych osiowo modeli sprezysto — plastycz-
nych pretow, powtok oraz rur, uwzgledniajgc wptyw cech geometrycznych i ma-
terialowych na zjawisko wyboczenia.

Jabareen i1 Sheinman w swojej pracy przedstawili model analityczny nielinio-
wego zachowania preta na nieliniowym podtozu sprezystym, poddanej nagtemu
Sciskaniu osiowemu. Zastosowali dwa dynamiczne kryteria wyboczeniowe,
jedno oparte na petnej analizie dynamicznej, a drugie wylacznie na analizie sta-
tycznej [Jabareen, Sheinman 2009].

Kowal-Michalska [Kowal-Michalska 2010] w swojej pracy przedstawita
wplyw nastepujacych czynnikow: poczatkowe imperfekcje, ksztalt i czas trwania
impulsowego obcigzenia na odpowiedZ dynamiczng struktur ptytowych; Autorka
omoéwila roéwniez wptyw wlasciwosci materiatow w zakresie plastycznym oraz
ocen¢ zdolnos$ci konstrukcji do przenoszenia dynamicznych obcigzen impulso-
wych w oparciu o rdzne kryteria stabilnosci dynamiczne;j.

Jako przyktad wazno$ci tematyki wyboczenia mozna przytoczyé prace ze-
spotu Yang Yu i innych [Yang Yu i in. 2021], ktérzy opisali wyboczenie jako
jeden z najwigkszych problemow zwigzanych z bezpieczefistwem rurociggdw
podmorskich. W swojej pracy przedstawili badania eksperymentalne oraz analizy
numeryczne zachowan wyboczeniowych rurociggu podmorskiego z integralnymi
ogranicznikami wyboczenia pod wptywem cis$nienia zewngtrznego.

2.2. PODSUMOWANIE

Wyboczenie w elementach pretowych bylo tematem wielu publikacji, zaczy-
najac juz od XVIII wieku. Przez wiele stuleci temat byt wielokrotnie analizo-
wany, zaroOwno matematycznie, jak i do§wiadczalnie i nadal stanowi bardzo cie-
kawe i wazne zagadnienie. Wyboczenie jest problemem nieliniowym, co powo-
duje wiele trudnosci obliczeniowych, sformutowania matematyczne tego zagad-
nienia sg skomplikowane. Dlatego w wielu publikacjach pomija si¢ problem nie-
liniowosci bardziej ztozonych, co w konsekwencji moze prowadzi¢ do niedoktad-
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nych, a nawet btednych wynikow obliczen. Istotne znaczenie ma przyjecie sche-
matu statycznego konstrukcji oraz uwzglednienie réznego rodzaju imperfekcji
(np. wstepna krzywizna, nicosiowe obcigzenia).

W niniejszej pracy analizuje si¢ wyboczenie preta krepego ze wstepng krzy-
wizng, obcigzonego sitg zmienng w czasie P(t). W sformutowaniu zagadnienia
poczatkowo-brzegowego uwzglednia si¢ zaawansowane nieliniowo$ci geome-
tryczne oraz wszystkie podstawowe sity bezwladno$ci.

Niniejsza praca ma na celu pokazanie bardzo doktadnego opisu matematycz-
nego wyboczenia dynamicznego pr¢tdw oraz opracowanie numerycznego mo-
delu obliczeniowego z uzyciem metody elementow skonczonych (MES) i metody
bezposredniego catkowania rownan ruchu (metoda Newmarka).
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3. PRZEDMIOT, CEL ORAZ TEZA BADAWCZA

3.1. PRZEDMIOT I CEL ROZPRAWY

Przedmiotem rozprawy jest wyboczenie preta kregpego od dynamicznego
dziatania sity Sciskajacej, preta wstepnie, beznaprezeniowo zakrzywionego o da-
nej funkcji wo (X, to), jednorodnego, o gestosci objetosciowej p, liniowo sprezy-
stego i izotropowego o cechach E, G, niezmiennym polu przekroju poprzecznego
A 1 momencie bezwladno$ci 1. Analizowany jest osrodek geometrycznie nieli-
niowy.

Celem pracy jest opracowanie efektywnego, numerycznego modelu oblicze-
niowego shuzacego do analizy wyboczenia pretdw (z zaawansowanymi nielinio-
wosciami geometrycznymi) obcigzonych dynamicznie sitg $ciskajaca. Do roz-
wigzania takiego zagadnienia poczatkowo-brzegowego postanowiono zastoso-
waé metode elementéw skonczonych (MES) oraz metode bezposredniego catko-
wania rownan ruchu (metode Newmarka).

3.2. TEZA ROZPRAWY

Teza pracy (rozprawy) jest nastgpujaca:

Mozliwe jest uzyskanie efektywnego rozwigzania zagadnienia
poczgtkowo — brzegowego wyboczenia dynamicznego pretow
z  wykorgystaniem  metody elementow  skonczonych
i metod bezposredniego catkowania rownan ruchu.

3.3. ZAKRES RZECZOWY ROZPRAWY

Niniejsza praca sktada si¢ z 8. rozdziatow. Zakres pracy obejmuje nastepu-
jacg problematyke:

» wprowadzenie do tematyki statecznosci,

» studia literaturowe dotyczace modelowania fizycznego i matema-
tycznego statecznos$ci pretow,

» sformutowanie poczatkowo-brzegowe wyboczenia pretow,

» rownania ruchu w metodzie elementéw skonczonych z wykorzysta-
niem metody bezposredniego calkowania rownan ruchu (metoda
Newmarka),

» opis przyjetego modelu obliczeniowego,

» przyktady obliczen z analiza,

» wnioski konicowe.

W szczegolnosci zdefiniowano kryteria iteracyjnego rozwigzywania rownan
rekurencyjnych (wg. metody Newmarka) oraz przyjeto definicje statecznosci.
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4. SFORMULOWANIE POCZATKOWO-BRZEGOWE
WYBOCZENIA PRETOW

4.1. SFORMULOWANIE PROBLEMU, ZALOZENIA

Rozpatrujemy pret krgpy, wstepnie, beznaprezeniowo zakrzywiony (o nie-
wielkiej krzywiznie) o danej funkcji wo (X, to), jednorodny, o gestosci objgtoscio-
wej p, liniowo sprezysty i izotropowy o cechach E, G, niezmiennym polu prze-
kroju poprzecznego A i momencie bezwladnosci 1. Pret ten jest obcigzony sitg
konserwatywng zmienng w czasie P(t) (rys. 4.1).

wo(X, to)
krzywizna poczatkowa

reta
X pre

A EAID B

\ —— L

| 4
Ve

Rys. 4.1. Stan poczatkowy preta, tzn. przed przytozeniem sity P(t) [opracowanie wiasne]

Analizuje si¢ osrodek/pret podlegajacy nieliniowym przemieszczeniom i od-
ksztalceniom, czyli osrodek geometrycznie nieliniowy. Oznacza to m.in., ze
np. rownania rownowagi formutowane beda dla uktadu zdeformowanego.

Poszukujemy wielkosci krytycznych powodujgcych niestabilno$é/niesta-
teczno$é, tj. sity Pkr 1 czgsto$ci wkr dla t = 0. Istotne tutaj jest to, Ze sita P oraz
posta¢ linii ugigcia skrdcenia preta i czesto$¢ w, odpowiadajaca tym wartosciom
krytycznym, sg ze sobg sprz¢zone.

4.2. DEFORMACJA PRETA

Pod wplywem dziatania sity P(t), tzw. stan poczatkowy preta opisany dang
funkcjg ugiecia wo (x, 0) ulega zmianie, pojawiajg si¢ przemieszczenia po-
przeczne w (X, t) i przemieszczenia podhuzne u (X, t) (rys. 4.2).
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Wo(X,to)

4 v

X W(Xst)
' B P(t)

A
S—F 7t

u(x,t)

W(X,t) us(t)
f—

Rys. 4.2. Stan preta przy dziataniu sity P(t) tzw. stan aktualny (zmienny w czasie)
[opracowanie wlasne]

Rozpatrujac geometrie odksztalconego elementarnego odcinka preta dx (rys.
4.3) zauwazamy, ze dwie plaszczyzny przekroju poprzecznego AB i CD, pier-
wotnie do siebie rownolegte, po odksztatceniu obracajg si¢ wzglgdem siebie o kat
dy. Katy w narozach A, B, C i D, ktére pierwotnie byly proste, wskutek odksztat-
cen postaciowych zmieniajg si¢ o y w narozach A, B i y + dy w narozach C i D.
Te same katy tworza wektory sil normalnych z kierunkiem stycznej do osi ugie-
tej. Wektory tych sit natomiast nachylone sg do osi x pod katami ¢ i ¥ + dy
[Grybo$ 1980]. Sity przekrojowe (N — sita normalna, T — sita poprzeczna) musza
by¢ skojarzone z tymi katami ¢ 1 y.
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A D o )
—r: Y+y'dy
Y

B

Rys. 4.3. Elementarny wycinek preta (dwie ptaszczyzny przekroju poprzecznego pier-
wotnie réwnolegle do siebie, po odksztalceniu obracaja si¢ wzgledem siebie
o pewien kat, akaty w narozach A, B, C, D, pierwotnie proste, wskutek
odksztatcen postaciowych zmieniajg si¢ o kat Y w narozach A i B) [Grybo$
1980]

Stan przemieszczenia opisany jest trzema nastepujacymi funkcjami:
» przemieszczenie podtuzne — u(x.t);
» przemieszczenie poprzeczne — w(X,t);
» Kkat obrotu przekroju wzgledem osi Oy — y(x,t).
Przemieszczenie poprzeczne w (x,t) jest suma dwoch funkceji

w(x, t) = wolx, ty) + Ww(x,t), 4.1

Model numeryczny wyboczenia dynamicznego pretow z wykorzystaniem metody
elementow skonczonych



28

gdzie:

wo (X, to) = Wo (x, 0) jest ugieciem poczatkowym, jest to funkcja dana, jest

to w istocie warunek poczatkowy,

W (x,t) jest to nieznana funkcja ugiecia spowodowana dziataniem sity P(t).

Poszukujemy sktadowych stanu przemieszczen u (x, t), w (x, t) oraz para-
metrow sity P(t) powodujgcych utrate stateczno$ci preta. Przyjmujemy, ze prze-
mieszczenia w (x, t) mogg by¢ w zasadzie dowolne, ponadto uwzgledniamy
wplyw odksztalcen postaciowych na krzywizng preta oraz wszystkie sktadowe
sit bezwladno$ci. Badamy stan przedstawionego ukladu w przedziale czasu
t € <0, t;>. Mamy zatem do czynienia z zagadnieniem poczatkowo — brzegowym.

4.3. ROWNANIA STATYCZNE

Rownania rownowagi piszemy dla uktadu zdeformowanego (rys. 4.3):

Z P, =0; [-Ncosy + (N + dN)cos(y + dy)] +

+[Tsiny — (T + dT) sin(yp + dy)] —
— pAiidx = 0;

2 P, = 0; [~Nsinp + (N + dN)sin(p + d)] +
+[=Tcosy + (T + dT) cos(yp + dy)] —

—pAwdx = 0;
z M, = 0; [Tdx + N(dw — pdx) + M] — (M + dM) —
—plpdx = 0.

Przy umiarkowanym kacie mozemy przyjac, ze
cosy =1, cos(y +dy) =1,

siny =y, sin(y +dy) =y +dy
W zwigzku z tym rownania (4.2) przyjma postac:
dN —Tdy — (Y + dy)dT — pAiidx = 0;
Ndy + ( + dy)dN + dT — pAwdx = 0;
N(dw —dx) + Tdx — dM — plipdx = 0.

4.2)

(4.3)

(4.4)
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Korzystajac z definicji rozniczki zupetnej otrzymujemy:

N O v omit =0,
2 rp) Ty — pai =

N2+ +dy) + 5 — pAr = 0; 4.5)
. ow T oM = o
(Ge-v)+r-5 -et=0

Wyrazy dl/) oraz — dl/) sg o rzad wielko$ci mniejsze od pozostatych wyrazow,

stad mogq by¢ pomlme;te Zatem koncowa posta¢ rownan roéwnowagi (statycz-
nych) jest nastgpujaca:

oN (T) Aii = 0;
o Y) — pAil =

N2+ 2y + 22— paw = 0; (4.6)
N(c’)w )+T oM =0
0x 0x pip =0.

4.4. ROWNANIA GEOMETRYCZNE

Roéwnania geometryczne, z uwzglednieniem nieliniowosci maja nastgpujaca
posta¢ [Grybos$ 1980]:

» wydluzenie wzgledne na kierunku niezdeformowanej osi
preta

du 1 [0w\2
& (x, t) = e(x,t) = 5-}_5(5) ;

po uwzglednieniu (4.1) mamy
__ ow _ % 2 .
e =222 - (2] @

» kat odksztatcenia postaciowego (odksztatcenia katowe)

Yax (0, 1) = y(x, ) = Z—Z —; (4.8)
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» krzywizna osi preta

61/) _ aZWO
dx dx2

n(x,t) = (4.9)

gdzie (x,t) € L X< 0,t; >;
wo - funkcja ugiecia w chwili poczatkowej t=0 — funkcja dana.
4.5. ROWNANIA FIZYCZNE

Rozpatrujemy osrodek fizycznie liniowy podlagajacy prawu Hooke’a, stad
poszczegdlne sity przekrojowe wyrazamy nastepujaco (rys. 4.4):

o sila podtuzna (normalna)

_ _ _ ou | 1 ow\% 1 [awp\?] _ ]
N (x,t) = N(x, t) = EAe(x, t) = EA [a + E(E) - E(E) ] = Ede ;

(4.10)
e sita poprzeczna (tngca)
T,(x,t) = T(x,t) = kGAy(x,t) = kGA (32— ) = kGAy
4.11)
e moment zginajacy (gnacy)
M, (x,t) = M(x,t) = —Elx(x,t) = —EI (Z—f - %) = —Elx,
(4.12)

gdzie E, G oznaczaja kolejno wspolczynnik sprezystosci podtuznej (modut Yo-
unga) i wspotczynnik sprezystosci poprzecznej (modut Kirchhoffa), A, I — pole
przekroju poprzecznego i gldéwny centralny moment bezwtadno$ci wzgledem osi
y; k jest wspotczynnikiem $cinania, zaleznym od ksztattu przekroju poprzecz-
nego (przyjeto dla przekroju prostokatnego k = %) Wartos¢ wspodtczynnika
k jest w literaturze podawana réznie. Wedtug Funga [Fung 1965] warto$¢ k po-
winna wynosi¢ k = g, inny sposob wyznaczania wspotczynnika podaje Mindlin

2
-k = % [Mindlin 1951] i Reissner [Reissner 1947] i wtedy k = %‘
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Rys. 4.4. Oznaczenie deformacji (zmiana postaci spowodowana sita poprzeczng
1 momentem zginajacym) [opracowanie wlasne]

4.6. WARUNKI BRZEGOWE I POCZATKOWE

Roéwnania (4.2 + 4.13) wraz z warunkami brzegowymi i poczatkowymi opi-
sujg problem poczatkowo — brzegowy statecznosci preta. Aby rozwigzanie po-
wyzszych rownan bylo jednoznaczne, potrzebne sg warunki brzegowe i poczat-
kowe. Warunki brzegowe zaleza od schematu statycznego rozpatrywanego preta.
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Natomiast warunkow poczatkowych w tym przypadku mamy sze$¢ (trzy rowna-
nia rownowagi drugiego rzedu wzglgdem czasu):

u(x, tO) = u(x, O) = uO(x);

ll(x, tO) = 'l:l.(x, O) = uO(x);

w(x, ty) = w(x,0) = wy(x); (4.13)

W(x, tO) = W(x, 0) = WO(X);

l[/(x, tO) = llU(xl 0) = lon(x);

Y(x, ty) = P(x,0) = Py(x).

Istnieje ogdlny dowod na to, ze przedstawiony zestaw rownan rozniczko-

wych czastkowych ma nastepujgcg charakterystyke [Nowacki 1972]:

» istnieje rozwigzanie,

» rozwigzanie jest jednoznaczne.

4.7. ROWNANIE PRACY WIRTUALNEJ

Rownania geometryczne (4.7 + 4.9), rownania fizyczne (4.10 +~ 4.12), row-
nania rownowagi (4.6), warunki brzegowe i poczatkowe stanowia lokalne sfor-
mutowanie zagadnienia poczatkowo — brzegowego. Zastosowanie metody ele-
mentow skonczonych (MES) wymaga globalnego (calkowego) sformutowania
tego zagadnienia. Zwykle polega to na takim wprowadzeniu zasad wariacyjnych,
ze najpierw buduje si¢ pewien funkcjonal, a nastgpnie zada si¢, aby spelniat on
odpowiednie warunki minimum. Mozna jednak oming¢ etap budowania funkcjo-
natu i zastosowac, np. zasad¢ pracy wirtualnej [Fung 1965; Nowacki 1972].
Wszystkie wielko$ci wystgpujace w rOwnaniach (4.2 + 4.13) sg funkcjami klasy
HM-N(M, N > 2). Wariacje funkcji f(x, t) (w szczegdlnosci u, w, ) oznaczamy
symbolami 6f. Rozwazamy klas¢ dowolnych przemieszczen f+ 8f zgodnych
z wigzami rozwazanego ciata (o$rodka), np. belki. Podstawa do sformutowania
catkowego sg rGwnania rownowagi (4.6).

Kazde z réwnan (4.6) mnozymy przez odpowiednig wariacje przemieszczen
6u, dw oraz 8y i catkujemy po dtugosci preta:

1

JSu &- a—(leJ) pAu] dx=0
0

f Sw [g—: + %(Nl/)) - pAW] dx =0 (4.14)

0

f&p ——+T+N(g—w— w) ph])]dx=
0
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Wariacje przemieszczen (przemieszczenia wirtualne) sa funkcjami dowol-

nymi, ale spelniajacymi warunki brzegowe (sa kinematycznie dopuszczalne, sg
zupelne).

Rownania (4.14) przeksztatca si¢ wykonujac catkowanie przez czgsci. Po
wykonaniu takiego catkowania otrzymamy:

Ja(a )Ndx+8 NS+ [ Ty dx- 5uT¢|10]-
0

J SupAiidx = 0;

[ fle + 6w TIO] f[lepd +5wN¢|O]

- J Sw pAwdx =0 (4.15)
0

UZMMd —61/)M|0] L16¢de+fol&/)N(g—‘:—1/))dx—
l

—f&/}pll]}dx:O

0

Wracajac do rozpatrywanego przypadku (rys. 4.2) mamy nast¢pujace wa-
runki brzegowe 1 przynalezne wariacje przemieszczen:

N(x=0)=N#0, u(x=0)=u,=0, to oznacza Su(x=0)=06u,=0
N(x=1)=Ng=-P(t), u(x=1)=ug#0, to oznacza Su(x = [) = ug # 0
T(x=0)=T,#0, w(x=0)=w, =0, to oznacza Sw(x = 0) = éw, =0
T(x=1)=Tg#0, w(x=1)=wg=0, to oznacza Sw(x =) = Swz =0 (4.16)
M(x=0)=M,=0, P(x=0)=y 4 #0, to oznacza d1p(x = 0) = 6y, # 0
M(x=1)=Mp=0, Y(x=1)=yg+#0, to oznacza dyp(x = 1) = dyg # 0
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Biorac pod uwagg warunki (4.16), rownania (4.15) przyjma postac:

fl e (N TlIJ)+8upAu] dx+f1 [% (T+Nlj})+8WpAW] dx+
0 0

+Ll{—@1\4+&p[ T—N(Z—‘;V— )]+5¢ph/')}dx+

+[6u(—=N + TY)|h + dw (=T — Ny)|h + syM|h] = 0 (4.17)

Dokonujac odpowiedniego pogrupowania otrzymujemy:

L(o(su) a(éw)
J;){ % (N-Ty) + % (T + Ny) —

- (G- )]+

+SupAii+SwpAw+ SLIJpILTJ} dx+ [8u(—N+TL|J)|})+
+ Sw(-T — NY)|h + syM|y] =0 (4.18)

Poszczegodlne wielkosci powyzszych rownan (4.15) 1 (4.17) wyrazone sg
w J = N-m. Rownania (4.16), (4.17) i (4.18) nazywamy zasada (rownaniami)
pracy wirtualnej, ktora brzmi: suma pracy wirtualnej wykonanej przez silty we-
wngtrzne (sity przekrojowe N, T, M) oraz przez sity zewnetrzne (w rozpatrywa-
nym przypadku przez site P) i sity bezwladnosci na przemieszczeniach wirtual-
nych 8u, 6wi oy, speliajacych geometryczne (przemieszczeniowe) warunki
brzegowe, jest rOwna zero.

Wprowadzamy nastgpujgce oznaczenia:

1
=g f[A(u u+ w W)+ ¢ dx;
0
1 (trou ow 1 ow
_EL [a(N—Tlp)ﬂ'a(Tﬁ'Nl/))—aM]—l/)[T+N(a—l/)>]dX,
(4.19)
= [u(=N + Ty) + w(=T — Ny) + pM]},
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gdzie T —energia kinetyczna, V — energia potencjalna, W — praca sit zewngtrz-
nych.

Wykorzystujac powyzsze oznaczenia, rownanie (4.18) mozemy zapisac
W postaci

Sy(uw, )= 6(T+V+W)=0 (4.20)

gdzie x jest minimalizowanym funkcjonalem. Rownanie (4.20) przedstawia
w istocie podstawowe rownanie energetyczne, zasade Hamiltona [Fung 1965;
Nowacki 1972; Bayley 1975; Podhorecki 1989].

Istnieje ogdlny dowod na to, Ze analizowany problem ma jednoznaczne roz-
wigzanie [Nowacki 1972].

4.8. METODY ROZWIAZYWANIA ZAGADNIENIA POCZATKOWO — BRZEGO-
WEGO

Ze wszystkich rownan (4.2 + 4.13) wynika, ze mamy 9 niewiadomych (N,
T, M — sity przekrojowe; €, v, % — odksztalcenia; u, w, 1 — przemieszczenia).
Lacznie wszystkich réwnan mamy rowniez 9 (3 rOwnania statyczne; 3 rownania
fizyczne; 3 rownania geometryczne). Skoro mamy réwnania rézniczkowe czgst-
kowe, to do ich jednoznacznego rozwigzania potrzebujemy warunkow brzego-
wych i1 poczatkowych.

Mozliwe sg nast¢pujace ogodlne metody rozwigzywania tego problemu:

» Metoda 1: upraszczamy rownania i rozwigzujemy te uprosz-
czone rownania w sposob $cisty (z uzyciem metod anali-
tycznych, $cistych);

» Metoda 2: rdbwnan nie upraszczamy, ale do ich rozwigzania
stosujemy metody przyblizone (np. MES) — metody nume-
ryczne, komputerowe;

» Metoda 3: metoda hybrydowa (mieszana).

Gdybysmy do rozwigzania rownan (4.2 + 4.13) zastosowali MES, to réwna-
nia rézniczkowe czgstkowe zamienig si¢ w uktad sprzezonych réwnan roéznicz-
kowych zwyczajnych zaleznych od czasu (rownania ruchu). Réwnania ruchu
mozna rozwigzac¢ analitycznie (m.in. przy zastosowaniu metody transformacji
wiasnej) lub numerycznie (np. stosujac metod¢ Newmarka, SSpj, MRS). W ni-
niejszej pracy zastosowana zostanie MES 1 metoda Newmarka. Nalezy mie¢ na
wzgledzie to, ze mamy w rozpatrywanym przypadku do czynienia z rownaniami
nieliniowymi.
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5. ROWNANIA RUCHU W METODZIE ELEMENTOW
SKONCZONYCH

5.1. OPIS ELEMENTU SKONCZONEGO

Podstawg do sformutowania rownan ruchu w MES jest rownanie pracy wirtu-
alnej (4.18), rOwnania geometryczne (4.7 +4.9), rownania fizyczne (4.10 + 4.12),
warunki brzegowe (przemieszczeniowe) i warunki poczatkowe (4.13). Przyjmu-
jemy, ze podstawowymi niewiadomymi sg funkcje przemieszczen u, w, y, stad
stosowac bedziemy MES w wersji metody przemieszczen. Taki wybor powoduje,
ze wszystkie funkcje wystepujgce w wymienionych rownaniach opisujemy prze-
mieszczeniami weztowymi elementu skonczonego (ES).

Pret dzielimy (dyskretyzujemy) na elementy skonczone (ES) (rys. 5.1).

— = —

7 I

e=1,2,...,E"-numery ES
E"- liczba ES
Rys. 5.1. Dyskretyzacja preta

Rozwazany pret ma trzy stopnie swobody u=u (x,t), w=w (x, t), y =y (X,
t), co znaczy, ze kazdy element skonczony ma tez trzy stopnie swobody, tj. u® =
u® (x, t), w¢ = w° (x, t), y¢ = y° (x, t). W elemencie skonczonym (ES) ,.e”,
w kazdym wezle mamy po trzy stopnie swobody, tzn. u;® = u;® (t), wi* = wi° (1),
Y1 =y (t) oraz ux® = w° (t), w2® = wa (), v = y® (t) (rys. 5.2).

¥; &
(w3
u,
W W

Rys. 5.2. Element skonczony (ES) o dwoéch weztach i1 6 przemieszczeniach weztowych

Wygodnie jest opisa¢ przemieszczenia weztlowe ES jednorodnymi oznacze-
niami, np. ri = r;° (t) (rys. 5.3).
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) l )

Rys. 5.3. Oznaczenie przemieszczen weztowych w MES

Poszczegolne funkcje wystepujace w rownaniu pracy wirtualnej (4.20) na-
lezy opisa¢ przemieszczeniami wezlowymiri i=1, 2, ..., 6):

»  Opis funkcji przemieszczen:
ul(x,t) = &7 (x) - rf(t)

weé(x,t) = &7V (x) - rf(t)
5.1
Pe(x,t) = o7 () - E (D)
i=1,2,...,6

gdzie @7 jest funkcjg ksztattu ES. Z zapisu (5.1) wynika, ze poszczegdlne
funkcje przemieszczen mozna opisywac innymi funkcjami ksztattu.

»  Opis funkcji odksztatcen:
e odksztalcenia liniowe, podtuzne

aue  1[rawe\2  rowg\?
fe(x'ﬂ:aﬂ[(ax) - (52) ]=

<a¢>fu 1908 9o e) . <awg>2
= —_ T
]

0x +2 Ox Ox T ox
(5.2)
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e odksztalcenia postaciowe

owe dofW
yeeo =S50y = (G- o)t
e krzywizna
Y 2,,€
e _6_1/)‘3_62wg_6¢f e_awo
1 (x, ) = dx ax2 ~ ox Ti dx2
»  Opis funkgji sit przekrojowych:
e sita podluzna
e _ pegeqe — e ge (998" laq’iewaq)?w [
N(x,t)—EAs—EA(ax o8 T,
_Eege (a_wé)z
ox

e sita poprzeczna

e _eeee_eeea(pi
Te(x,t) = kGeA%y?¢ = k°G¢A o

e moment zginajacy

Mé(x,t) = —E€I°Kk® = —E€]®

ew

ox L

(5.3)

(5.4)

(5.5)

(5.6)

(5.7)
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5.2. ROWNANIA RUCHU W MES

Do réwnania pracy wirtualnej (4.18) zapisanego dla ES ,,e” wstawiamy row-
nania (5.1) + (5.7) otrzymujac:

u IDEL 1 DDV JpEW ow
5TieEeAe[< T o T’f>rfe ( 0)]d"_

L
0x

Gl oo™
—J —— o7 keGeAe< — —cpe‘”> e oY ¢ dx +

le

il Yad oPeY
+ f a; Srf k€ G¢ A° <—6;c — d}elp) -rje dx +
le

oY ADEL 1 DY JPLV awg\
G J - j e\...e_ ( ) q)ed) €dy —
+J ox [( ox + 2 0Ox 0x Tie |17 ox rax

le

ey aq)‘_ﬂp
-, = 99, Ly K—Eele L rf) Mg]dx+ (5.8)

op™
+ J oV 51 [—keGeAe <—’— q)?‘”)] rfdx +
o0x J J

le

AP 190 gpev owg\ >
_fd)"e%rieEeAe K o T3 o ox rke)rfe_(a_xo) ]

le

dDf”
: < — e¢)r dx + J (PEUSTEPCACDENFE + DFW ST peADFVTE +

le

+ oV orepeIea Vi )dx + [®F4 (=N + TY) +
+PW(~T — N¢)+q>e’l’M]5r€|lp =
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Nastepnie rownanie (5.8) odpowiednio grupujemy i otrzymujemy nastepujaca
postac:

6Tie f((p?u eAe(pgeu+(p¢w eAe(pjew_l_(piell’pe[ed)jew) dx j;]_e_i_

(peu e q)eu a(pew e ne a(p]ew ew
Tox KA G G

ad)glp ad)elp ew

] EejJe J ¢-e1’bkeGeAe J ¢e¢ d e
+ 0x 0x L 0x J Xpm +

f [ oo, 1007 aopY ot
e

ew
e

v = 220 jegepe (20 _ gev).
2 0x ox ¢ Ox “ox U

ew eu

9P >
(Delp e i E€ A€ J (Delp e
F ax T
i L ("‘;’; —cpfl”)r,e] dx}rje+ (5.9)

j‘ oy Eea 1(7@;"“’ oLl
2 Ox 0x e

1 aCbeW odr” ;v
- <DewEeAe > ax Ox 10 < a; - fblew) rfl dx} ¥+

+6 ef (aW())Z + 007 Me
i 0x ax ~°
le
L Iwg\ >
~ Ees () ottt -

ow ;™
+qbe”"EeAe(ax°) ( a; —be”b)nel dx +

74
+OTE[DFH(=N + TY) + OEY(~T — Nyp) + & ¥ M] ;, =
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Do dalszych analiz wprowadzamy nastgpujace oznaczenia:

> LK¢; - liniowa macierz sztywnosci ES

eu ew
L j [a(p‘? Bk <a(p‘? . clf"’) keGeA® (—aq)" - ¢>.“”>

0x 0x 0x 0x J

ey
oY 0P; ] J
X

le

i Eele
+ 0x 0x
(5.10)

> VK¢y(r) — pierwsza nieliniowa macierz sztywnosci ES

e e
N (r) = f [ oPeH e q:>xw oY oP egens (acgiw ) d,gw) <p}f¢

ox ox J

eu
+a(pewE€Aea(pj oY — cb“”EeAea <a(p" —¢>e¢>]r,fdx
0x

ox ox ox
(5.11)
> MNK¢(r) — druga nieliniowa macierz sztywnosci ES
ew ew
MVKE(r) = f 106 E€A e 00 00" oY _lcpe#’EeAe 0™ 0™
ox ox 2 ox  ox
a(pew
. < c')alc - q)le¢> rerf dx
(5.12)
» M — macierz bezwtadno$ci mas
Miej — f ((pieupeAe(pjeu + (piewpeAe(pjew + (piewpele(%_ew) dx
le
(5.13)
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> LF¢ - liniowa cze$é sity wymuszajacej

LFie — f

le

eu ew ey le
+ [cDi (=N +Ttp) — ¢V(T + Np) + & M]O

dx +

0D ¢ 1o <aw0)2 _awf” L 0%wg

— ere
0x 0x 0x E°I 0x?

(5.14)
> VF#(r) — nieliniowa cze$é sity wymuszajace;
Gl LAl awg\*
NEE(r) = f E€A° [— ——o7 + o (—" - cbe¢>] (—x") rédx

dx k

le

Po wprowadzeniu powyzszych oznaczen do rownania (5.9) otrzymujemy:

Sre[MEEE + (PKG + VG + VK + (PFE+ VFE)] =0
(5.16)

Rownanie (5.9) musi by¢ spetnione dla kazdego 67 (gdyz &r; # 0), stad otrzy-
mujemy:

Miej-e LKe e+[(N NNKe)T' +(LFe NFie)] =0
(5.17)
i,j=1,2,...,6.

Dokonujac agregacji (globalizacji) po wszystkich ES, réwnanie (5.9) przyjmuje
nastepujacg postac:

Z{Mle] LKe e+[(N NNKe)T +(LFe NFie)]}=0
) (5.18)
Réwnanie (5.18) mozna zapisa¢ macierzowo:

Mi(@t) + [ 'K+ "K@) + "W K@]r@®) + "F@) + "F(e,r) =0

(5.19)
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Do jednoznacznego rozwigzania tego rOwnania rozniczkowego potrzebne sg dwa
warunki poczatkowe r(t = 0) = ry, (t = 0) = 7.

Kazda z wymienionych wyzej wielkosci, tj. “K, "K(r), "W K(r) i M moga by¢
funkcjg czasu. Zwykle rozwazane zjawiska majg takg wlasciwosé, ze macierz M
i K nie zaleza od czasu, tzn. Ze np. cechy materialowe sg niezmienne w czasie.
Funkcjami czasu sg natomiast wielko$ci r = r(t) oraz P = P(t).

Réwnanie (5.19), to w istocie ukltad rownan rézniczkowych zwyczajnych
sprzezonych, niejednorodnych ze zmiennymi wspotczynnikami ™ K(r), “"“Kir)
i YF(r), co stwarza specjalny problem. Gdyby$my mieli do czynienia z réwna-
niem ze statymi wspoétczynnikami, to taki uktad rownan miatby posta¢ uktadu
rownan rézniczkowych zwyczajnych sprzezonych niejednorodnych o statych
wspotczynnikach

Mi(t) + “Kr(® + “F(t) = 0
(5.20)

Do rozwigzania takiego uktadu rownan (réwnania ruchu) stosuje si¢ dwa podsta-
wowe sposoby:
» Sposob posredni polegajacy na rozwigzaniu rownania ruchu w dwdch
etapach:

e ctap I — rozprzezenie uktadu réwnan przy zastosowaniu metody
transformacji wtasnej (metody modalnej),

e ctap Il — rozwigzanie pojedynczych, niezaleznych rownan réznicz-
kowych drugiego rzedu (z uzyciem metod Scistych lub numerycz-
nych).

» Sposob bezposredni polegajacy na rozwigzaniu rownania ruchu z uzy-
ciem metod numerycznych (komputerowych), tzw. metod bezposred-
niego calkowania rownan ruchu.

Oryginalnym sposobem rozwigzania zagadnienia poczatkowo-brzegowego jest
zastosowanie metody elementéw czasoprzestrzennych (MECZ) prowadzacej
wprost do réwnan algebraicznych [Kaczkowski 1976; Podhorecki 1989].

Do rozwigzania uktadu rownan (5.19) mozna zastosowac nastepujace poste-
powanie:
» Wszystkie macierze zalezne od przemieszczen r grupujemy z kolumna
zawierajgcg wolne wyrazy

M)+ YKr@)+ P (t) =0,
(5.21)
gdzie
Prt)=["K@ )+ K @ t)|r+ "Fit) + "F(r,0).
(5.22)
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W ten sposob otrzymujemy uktad réwnan podobny do problemu linio-
wego opisanego réwnaniem (5.20). Istotna réznica polega na tym, ze
w rownaniu (5.20) wolny wyraz “F(?) nie zalezy od przemieszczen, na-
tomiast w rownaniu (5.21) wolny wyraz P(r) zalezy od nieznanych prze-
mieszczen weztowych r.

» Do rozwigzania réwnania (5.22) mozna zastosowa¢ dowolng metode
bezposredniego calkowania rownan ruchu prowadzacg do procedury re-
kurencyjnej (np. metode Newmarka) i iteracj¢ w kazdym kroku rekuren-
cyjnym. Problem prowadzenia iteracji nalezy rozpatrywaé¢ w toku wali-
dacji modelu obliczeniowego, tj. warto przeanalizowa¢ nastgpujgce pro-
blemy:

e przy zagadnieniu statycznym (zagadnieniu brzegowym) spraw-
dzi¢ wptyw drugiej nieliniowej macierzy sztywnosci ““K(r) na
wynik obliczen, by¢ moze bedzie mozna pomija¢ t¢ macierz
w toku obliczen;

e przy zagadnieniu dynamicznym (zagadnieniu poczatkowo —
brzegowym), krok catkowania jest z natury bardzo maty (gdyz
mamy do czynienia z rownaniem falowym), co moze oznaczaé,
ze w kolejnych krokach czasowych nie trzeba bgdzie stosowac
iteracji.

5.3. KLASYFIKACJA METOD NUMERYCZNYCH DO BEZPOSREDNIEGO
ROZWIAZYWANIA ROWNAN RUCHU

5.3.1 Wprowadzenie

Macierzowe rownania ruchu sktadajace si¢ ze sprz¢zonych rézniczkowych
zwyczajnych rOwnan mozna rozwigza¢ bezposrednio. W tym celu stosuje si¢ me-
tody numeryczne, tzw. metody bezposredniego catkowania réwnan ruchu.
Istnieje wiele takich metod (o czym ponizej), ale wszystkie te metody polegaja
na zamianie rOwnan rézniczkowych na liczne rOwnania algebraiczne. Ogolne za-
sada jest taka, ze im tych réwnan algebraicznych jest wigcej, tym metoda nume-
ryczna jest doktadniejsza. Poza tym, niezaleznie od stosowanej metody nume-
rycznej, przy znanych warunkach poczatkowych, obliczenia sprowadzajg si¢
zawsze do procesu rekurencyjnego, czyli do obliczen ,.krok po kroku” (,,step by
step”).

Roéwnania ruchu rozwigzywac¢ mozemy bezposrednio przy wykorzystaniu
nastgpujacych gldéwnych metod numerycznych [Rakowski 1992; Rakowski
i Kacprzyk 1993]:

» metoda roznic skonczonych (MRS) [Rakowski 1992; Podhorecki i Przed-
petski 1982],

» metoda Newmarka [Newmark 1959, Rakowski i Kacprzyk 1993; Zien-
kiewicz 1977;],
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» metoda Houbolta [Rakowski i Kacprzyk 1993; Houbolt 1950],

» metoda Wilsona [Zienkiewicz 1977; Rakowski i Kacprzyk 1993],

» metoda Zienkiewicza-Wooda (SSpj) [Zienkiewicz i in. 1984; Podhorecki
1997].

W praktycznych zastosowaniach dominuje metoda Newmarka oraz me-
toda Zienkiewicza-Wooda.

Trzeba jednak zwrdci¢é uwage na to, ze wymienione metody stosuje si¢
zwykle do rozwigzywania uktadu rownan rozniczkowych typu (5.20), czyli do
rozwigzywania rownan ruchu kiedy wspotczynniki poszczegdlnych macierzy M,
K, F nie zaleza od przemieszczen r. Analizowane w niniejszej pracy roOwnanie
(5.19) zawiera macierze z wyrazami zaleznymi od przemieszczen r, zatem
w 0golnosci nalezy zauwazy¢, ze w kazdym kroku rekurencyjnym potrzebna be-
dzie iteracja, celem uzyskania mozliwie doktadnego rozwigzania.

5.3.2 Metoda roznic skonczonych

W metodzie réznic skonczonych (MRS) poszukiwang funkcje r = r(t) ob-
liczamy w dyskretyzacyjnych punktach na osi czasu 0, 1, 2, ..., 1, ..., T, czyli
czasOw to, t1, . ti, ..., tr. Odleglo$¢ pomiedzy poszczegdlnymi punktami nazy-
wamy najczesciej krokiem catkowania

At; =ty — t;
(5.23)
i=01L,2,..T

Krok catkowania moze by¢ zmienny w kolejnych chwilach. W dalszej czesci
rozwazan przyjmujemy zwykle, ze krok catkowania jest staly, tzn.

At; = At = const
(5.24)
Do wyprowadzenia efektywnych procedur obliczeniowych stosujemy zwy-
kle centralne r6znice skonczone (RS) [Rakowski 1992; Podhorecki i Przedpetski
1982]:

» 1 Roznica skohczona

i T4 +Tiy1
: 2At
(5.25)
» 11 Roznica Skonczona
L Tig—2ri+ Ty
= At2
(5.26)
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Rownanie (5.23) zapisujemy dla chwili i = 0:

MTL+KTL+PL=O
(5.27)

przyjmujac, ze macierz M oraz K nie zmieniajg si¢ w czasie. Do tego rownania
wstawiamy II RS (5.26)

Tig =21+ T4

At2 + K r; + Pi =0
(5.28)
z ktorego wyznaczamy przemieszczenie w chwili "i + 1"
1 1 2
TL'+1:—EM Pi+mMri—1+(K_mM>ri]
(5.29)

i=0,1,2,... - punkty na osi czasu

Wzor (5.29) nazywamy wzorem rekurencyjnym, gdyz na podstawie prze-
mieszczen w chwilach poprzednich, tzn. w chwilach ,,i” oraz ,,i-1 ” wyznaczymy
przemieszczenie w chwili ,,i+1".

Algorytm obliczen z uzyciem MRS przebiega nastgpujaco:

1. Procedura startowa

» zrownania (5.27) wyznaczamy przyspieszenie w chwili poczatko-

wej 7'y
Fo=-M1[Kr,+ Pl
(5.30)

gdzie
ro— dany wektor przemieszczenia w chwili (=0,
P,— dany wektor obcigzenia w chwili i=0.

Z 1 RS zapisanej dla i=0 mamy (5.25)

. Trtn
Tg=—F—
0 20t
(5.31)
z zaleznosci tej wyznaczamy wektor przemieszczen w chwili ,,i=-1"

r_q==20AtTg+1
(5.32)
gdzie
1o~ dany wektor predkosci w chwili i=0
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» réwnanie (5.29) zapisujemy dla i=0

1 1 2
T1=—FM [P0+A_II2MT_1+(K_A_II2M)TO]
(5.33)
po wstawieniu zaleznosci (5.32) otrzymujemy ostateczny wzor na obliczenie

wektora przemieszczen w chwili ,,i=1".

2 “1r2at 2
“:(m’”) [ﬁ”"O‘(“‘mM)TO"’O]
(5.34)

Procedura startowa konczy si¢ zatem obliczeniem nastepujacych wektorow: 1,
wedtug (5.34) oraz iy wedtug (5.30).

2. Procedura rekurencyjna

> i=1
e ze wzoru (5.29) obliczamy r>
T 1 2
rZZ_FM P1+FMTO+(K—EM)T1]
(5.35)

e ze wzoru (5.25)

(5.36)
obliczamy 7, ktore pokryje si¢ z wykorzystanym warunkiem poczatkowym

e ze wzoru (5.30)

i'l = —M_l[KT1+P1]

(5.37)
> =2
e ze wzoru (5.29) obliczamy r;
1 1 2
T3=—FM P2+A—t2MT1+(K—A—t2M>T2]
(5.38)
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e ze wzoru (5.28)

. —TitT;
Y
(5.36)
obliczamy 7 1,
e ze wzoru (5.30)
'f‘z = _M_l[Krz + Pz]
(5.39)

> itd.

Opisana powyzej wersja MRS, tzn. metoda réznic centralnych jest metoda
catkowania jawnego, co oznacza, ze na podstawie rownania ruchu utozonego dla
chwili ,,i” wyznaczamy przemieszczenia w chwili nastepnej ,,i + 17, tj. ri+1. Do
dyspozycji mamy obliczone wczesniej przemieszczenia dla chwil ,,i-1 7 oraz,,i”,
czyli ri.1 1 1. Jawne sformutowanie MRS powoduje, ze mamy do czynienia z me-
toda warunkowo stabilng, co oznacza, ze na krok catkowania natozone jest ogra-
niczenie [Rakowski 1992]

2
0< At<—
1)
(5.40)
gdzie w jest dominujacy czgstoscia drgan wlasnych, co w istocie zalezy od gesto-
$ci dyskretyzacji analizowanego osrodka.

5.3.3 Metoda Newmarka

Metoda Newmarka jest metoda catkowania niejawnego. Przyjmuje sie, ze
przemieszczenie i predkos¢ przemieszczenia w chwili i + 1 opisane sg nastepuja-
cymi zalezno$ciami [Newmark 1959; Rakowski i Kacprzyk 1993; Zienkiewicz
1977]:

1 -1 1 1 . 1 .
Tir1 = [—amz”“‘] {M [_aAtzri toacit (z‘ 1)“ "’iﬂ}

. g Sy . 5.
ri+1=m(ri+1_ri)+(1_a>ri+At(1_Z)ri
(5.41)
. 1 | 1L
ris =W[ri+1—ri—riAt—At (E—CZ)Ti]
i=012,..
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gdzie &, ¢ sa parametrami metody. W przypadku, kiedy mamy do czynienia ze
sformutowaniem bezwarunkowo stabilnym, przyjmujemy te parametry nastepu-

jaco:

6=05
a > 0,25(5 +0,5)?
(5.42)
Zwykle przyjmuje si¢ 6 = 0,5, = 0,25.
Procedura rekurencyjna, wg metody Newmarka, przebiega nastepujaco:
1. Procedura startowa
T
» znane warunki poczatkowe {1.,2
(5.43)

obliczamy ¥, dla i = 0 na podstawie rownania ruchu zapisanego
dla chwili poczatkowej

M'f‘o+K'r0+P0=0
Fo=M"'[-Kr,—P]
(5.44)

» ze wzordéw (5.41) utozonych dla i=0 obliczamy kolejno

1 -1 1 1 1 )
"1=(—amz’”“‘) {M[—amz“*m’o*(z‘1)”]"’1}

. g 8y . 5.
1"1=m(1"1—1‘0)+(1—a>1‘0+At<1—5)1"0
(5.45)
1 . NN
T1=aAt2[T1—TO—TOAt—At (E_a’)ro]

2. Ze wzordw (5.45) utozonych dla ;=17 obliczamy kolejno:

1 -1 1 1 . 1 )
Tz:(amz’”“‘) {M[—amz"l+@"1+(z‘1)“]"’2}

: 6 5\ . 5.
rz=E(r2_r1)+<1_E)r1+At(1_£)r1
(5.46)
1 . W N
T2=W[T2—T1—T1At—At (E_a)r]_:l

Model numeryczny wyboczenia dynamicznego pretow z wykorzystaniem metody
elementow skonczonych



50

3. Dla chwili i=2 i kolejnej wyznaczamy w analogiczny sposob, itd.
Takie postepowanie ,.krok po kroku” nazywa si¢ obliczeniami rekurencyjnymi.
5.3.4 Metoda Zienkiewicza — Wooda (SSpj)

W metodzie SSpj nieznang funkcje¢ x(t) poszukujemy w kolejnych dyskrety-
zacyjnych punktach na osi czasu. Funkcje te¢ w przedziale czasu od t; do ti+1 przed-
stawiamy w postaci szeregu Taylora [Zienkiewicz i in. 1984; Podhorecki 1997]

: o412 D ®»
X(t) X; +xl-t+—xit +"'+—!(t) ai
(5.47)

te(ti tive)

ai(p)— zawiera reszt¢ z rozwinigcia funkcji x(t).

W metodzie SSpj wielko$¢ p oznacza liczb¢ wyrazow rozwinigcia badanej
(analizowanej) funkcji x(t), a wielko$¢ j oznacza rzad rozwigzywanego rownania
rozniczkowego.

Metodg SSpj mozna zastosowaé do rozwiazywania rownan rézniczkowych
dowolnego rzedu. Ponizej przedstawione sg efektywne wzory rekurencyjne dla
j=2 oraz p=21 p=3, ktore rozwigzujg analizowane réwnanie ruchu (5.20):

» Metoda Zienkiewicza-Wooda SS», — algorytm kwadratowy. W algoryt-
mie kwadratowym mamy dwa parametry @;1 ©@,. Procedura postgpowa-
nia jest nastepujaca:

1 _1
a; =M+ E(At)zgzK [-6:P 1 —(1— 6P —

—K(rl+At91rl)]
) 1
Yiy1 =71 +Atri +E(At)2ai
(5.48)
i'i+1 :f”i +Atai
gdzie

i=0, 1, 2, ..., T(T — dane, liczba chwil na osi czasu)
T o, T o — dane warunki poczatkowe
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Przyjecie parametrow metody &; prowadzi do metod:
» Wariant metody Newmarka bezwarunkowo stabilny
0,=0,5 0:=1,0
» Wariant metody Pensego i Wooda bezwarunkowo stabilny
©;=0,6 0:= 0,605
» Wariant metody Dahlquista
0,=0,=0,5

» Wariant metody Zlamala
0, = 0, = 8
1= 2=

» Metoda Zienkiewicza-Wooda SS3; — algorytm sze$cienny. W algorytmie
sze$ciennym mamy trzy parametry metody @;, @, i @s. Procedura poste-
powania jest nast¢pujaca:

1 -1
a; = [At oO4M + E(At)393K] {-0,Pi 1 +(1-0)P; -

1
_@OM ’f'i — [OOTI: + At@l'iﬂl + E(At)z@zﬁ] K}
.1 .1
Yiy1=70; + Atri +E(At)21'i +E(At)3ai
(5.49)
. . Lo 1
Tiv1 =T+ AT + E(Af) a;

i;i+1 =i*i+Atal-

i=012..,T
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Przyjecie parametréw ©; prowadzi do metod:
» Algorytm Houbolta bezwarunkowo stabilny

@0:1 @122

» Algorytm Wilsona bezwarunkowo stabilny

@o =1 @1 = @w
0, = 9\/2v 03 = 9\2
0, =1,366

5.3.5 Metoda Houbolta

Metoda Houbolta jest metodg podobng do metody roznic skonczonych. Opiera
si¢ ona na wyrazeniach roznicowych zastosowanych do aproksymacji wektorow
przyspieszenia i predkosci przemieszczen. W metodzie Houbolta wzory rekuren-
cyjne majg nastepujacg posta¢ [Houbolt 1950; Rakowski i Kacprzyk 1993]:

2 101 4 5
ron =[G K| (e M M T P

. 1
Fivg = (11 =181+ 97y — 2145)
(5.50)

. 1
Py =w(27’i+1 —5ri+4r;1 -1 )

i=012..,T

Znajac wektory Pii, Fi, Fi1, Fi2 1 stosujac wzor (5.47)1 mozemy znalezé
wektor ri+1. Taka procedura nazywa si¢ metoda catkowania niejawnego. Do obli-
czenia warto$ci r; potrzebujemy zna¢ wartosci 7.1 1 ro. Wykorzystujgc specjalng
aproksymacje¢ funkcji 7(#) w otoczeniu punktu i=0, rz¢dne nieznane r.; i r., uza-
lezniamy od warunkéw poczatkowych. Mozemy uzy¢ np. aproksymacji kwadra-
towej
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rt)=a+bt+ct?

(5.51)

gdzie z warunkow poczatkowych wyznaczamy stale a, b i c.
rit=0)=r,

(5.52)

Po podstawieniu, rownanie (5.48) przyjmuje postac
: 1.
r(t) =1y +1,t +Er0t2
(5.53)

Nieznane przemieszczenie 1 mozemy wyznaczy¢ ze wzoru (5.30). Stad nie-
znane wektory przemieszczen r.1 i ¥, Wynosza:

(At)?

T(t=—At)=T_1=TO—At1"0+ 2 ro

(5.54)

r(t=—2At) =1_, =14 — 2At iy + 2(A) %7
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6. OPIS AUTORSKIEGO MODELU OBLICZENIOWEGO

6.1. ZALOZENIA

Zdefiniowano rownanie ruchu (5.21), z uwzglgdnieniem zaawansowanych
nieliniowosci geometrycznych i ze wszystkimi sktadowymi sit bezwtadnosci.
Pret ma wstepng krzywizne wo (X) 1 jest obcigzony sitg $ciskajaca P(t). Jest to
w istocie problem poczatkowo-brzegowy, stad po zastosowaniu metody elemen-
tow skonczonych otrzymano sprzezony uktad réwnan rézniczkowych zwyczaj-
nych ze zmiennymi wspotczynnikami, zaleznymi od parametréw weztowych
r[( l)

Gléownym problemem jest obliczenie sity krytycznej Pk przy ustalonej cze-
stosci dziatania sity/wymuszenia w lub czgstosci krytycznej wi. przy ustalonej
sile P. W zwiazku z tym, istotne sg nast¢pujace podstawowe rozstrzygniecia:

» przyjecie metody numerycznej bezposredniego catkowania rownan
ruchu (5.21);

» przyjecie kryterium doktadnosci obliczen w procesie iteracji;

» przyjecie definicji spelnienia warunku utraty statecznosci.

6.2. PRZYJETA METODA NUMERYCZNA BEZPOSREDNIEGO CALKOWANIA
ROWNAN RUCHU

Przyjeto, ze w autorskim modelu obliczeniowym korzystac¢ si¢ bedzie
z metody Newmarka, ktorg przedstawiono dla zagadnienia geometrycznie linio-
wego w pkt. 5.3.3. Do dalszych obliczen przyjeto, ze rownanie ruchu ze zmien-
nymi wspotczynnikami w postaci (5.21) rozwigzywane bedzie metoda New-
marka w postaci bezwarunkowo stabilnej, kiedy parametry metody wynosza
(5.42) 6 =0,5, a = 0,25. Korzystajac z postaci rownania ruchu (5.21), obliczenia
sprowadzajg si¢ do nastepujgcej procedury rekurencyjnej wzdhuz osi czasu

1 - 1 1
Tir1 = |ggsaz Mt K] {M [0,25At2 Tit oAt r"] - P"“}

Tit1 =E(ri+1 —-ry)—T;
6.1)

1

i1 =m[ri+1—ri—hAt—At2 0,251"1]

i=0,1,2,.. - punkty na osi czasu.
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Problem z prowadzeniem procesu rekurencyjnego polega na tym, ze wyrazy po
prawej stronie wzoru (5.22) zaleza od nieznanych przemieszczen r(?). W tej sy-
tuacji niezbedna jest procedura iteracyjna w kazdym kroku rekurencyjnym oraz
kryterium zakonczenia iteracji (pkt. 6.3). Podstawowym wynikiem obliczen jest
jednak ustalenie warunkow utraty statecznosci (pkt. 6.4).

6.3. KRYTERIUM DOTYCZACE DOKLADNOSCI OBLICZEN W PROCESIE ITE-
RACJI

Istotne jest to, ze w toku prowadzonych obliczen rownania (5.21) musimy
w kazdej chwili procesu rekurencyjnego spetniaé¢ zerowanie si¢ tego rdéwnania
w kazdej chwili ,,i”, osigganym w procesie iteracji, tzn.

e = Mrl + LKT,- + P,-(r, t) =0
(62)

gdzie e; jest kolumng zawierajacg niedoktadno$¢ rozwigzania rownania (6.2)
w kolejnych krokach i =1, 2, ... . Mozna tez powiedzie¢, ze kazdy wyraz ko-
lumny e; charakteryzuje doktadnos¢ bezwzgledna rozwigzania rownania (6.2)
wyrazang w jednostkach sity. Wydaje si¢, Zze najlepszym kryterium doktadnosci
rozwigzania rGwnania (6.2) bedzie sprawdzenie kazdego wyrazu kolumny e i po-
réwnanie tego wyrazu z bezwzgledna wartoscia sity |P;| zawarta w kolumnie P
(sita ta musi pochodzi¢ z tego samego rownania co e; ). W zwiazku z tym kryte-
rium doktadnosci w obliczeniach iteracyjnych mozna zdefiniowac nastepujgco

P;
e < % = 6dop
(6.3)
gdzie 6,4, jest dopuszczalng niedoktadnoscig obliczen spelnienia rownania ru-
chu (liczba 500 jest tutaj liczbg umowna).

Nalezy od razu zaznaczy¢, ze warunek/kryterium (6.2) dotyczy doktadnosci
rozwigzania rownania ruchu w kolejnych chwilach ,,i”. Oddzielnym problemem
jest proces zbiezno$ci rozwigzania iteracyjnego prowadzacego do spetnienia wa-
runku (6.2). Moze si¢ okaza¢ w procesie walidacji modelu obliczeniowego, ze
nalezy zdynamizowac¢ proces zbieznosci. Metody przyspieszenia zbiezno$ci sg
dobrze przedstawione w dostepnej literaturze.

6.4. PRZYJETA DEFINICJA STATECZNOSCI PRETA

Przyje¢to, ze utrata stateczno$ci ma charakter przemieszczeniowy. Przyjmuje
si¢, ze pret traci statecznos¢, gdy przy P = Pmin przy ustalonej czgstosci w (odda-
lonej od strefy rezonansu) nastepuje duzy przyrost przemieszczen przy prawie
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niezmiennej sile $ciskajacej P, tzn. przy niewielkim wzroscie sity P nastepuje
progresywny przyrost ugiecia preta. Moze wystapic tez sytuacja, ze przy ustalo-
nej P < Py nastgpuje gwaltowny przyrost amplitud przemieszczen przy pewnej
czestosci wy, traktowanej jako czestos¢ krytyczna.

Wiadomo, ze w fazie obcigzania preta sitg P mniejsza od sity krytycznej
(P < Py) przy w=0, zaleznos$¢ przemieszczen od obcigzen jest prawie liniowa.
W momencie utraty stateczno$ci pret doznaje istotnie zwigkszonych przemiesz-
czen, wyraznie zanika proporcjonalno$¢ mi¢dzy przemieszczeniem a obcigze-
niem (rys. 6.1).

N

P [MN]

L1

o
3 -
P 2 i1 i+ L . . e

Wo ugiecie w $rodku rozpietosci preta, w(x=1/2), [m]

Rys. 6.1. Przewidywany wykres zaleznosci przemieszczen poprzecznych wybranego
punktu preta przy wstepnej krzywiznie wo(x)

Korzystajgc z rys. 6.1 mozemy okresli¢ kat o
» kat przy poczatkowym obcigzeniu

¢ _ W1 =Wy
IRy
(6.4)
czyli
° P =P’
(6.5)
» Kkat przy dalszym obcigzaniu
Yo P — PR
(6.6)

Model numeryczny wyboczenia dynamicznego pretow z wykorzystaniem metody
elementow skonczonych



57

czyli
a; = arctg L~V
l Piy1 — P
6.7)
i=1,2,3,...

Mozna przyja¢ umownie, ze stan statecznosci preta bedzie spelniony, jezeli
kat a;i niewiele rozni si¢ od kata ao z doktadnoscia 9, tj. jezeli spetniony jest wa-
runek (ktory mozna nazwa¢ warunkiem statecznosci)

1-8ay < a; <A+ ay,
(6.8)
i=1,23 ..

Mozna tez przyja¢ umownie, ze stan graniczny okreslajacy sile krytyczna
Pi wystapi, gdy spelniony jest warunek

ar =1+ 6)ay,
(6.9)
k =1+l

Powyzsze rozwazania prowadza do oczywistego wniosku, ze nierdwnosc¢

a'j < ag,
(6.10)
j>k
oznacza stan niestatecznosci.

Wspolczynnik 6 oznacza w istocie odstgpstwo wykresu zalezno$ci prze-
mieszczenia — sita, od linii prostej. Wspolczynnik ten powinien by¢ ustalony
w procesie walidacji modelu obliczeniowego. Jest to wielkos¢ umowna. Mozna
przyjac, ze wspotczynnik § wynosi 0,10.

Mozna zatem stwierdzié, ze sita Py jest najmniejszg sitg P, czyli Pmin powo-
dujaca utrate statecznosci, czyli Pxr = Pmin jest sitg krytyczng. Podobny przebieg
ma dyskusja dotyczaca analizy, np. przemieszczenia podtuznego prowadzaca do
podobnych rezultatow. Trzeba jeszcze zaznaczy¢, ze w przypadku drgan (w+0)
analiza powyzej przedstawiona powinna dotyczy¢ amplitud przemieszczen.

W przypadku poszukiwania czgstoSci krytycznej wi przy ustalonej sile
P < P« prowadzacej do utraty stateczno$ci, dokonujemy analizy w analogiczny
sposob, jaki zastosowano do ustalenia Py;.
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7. PRZYKELADY OBLICZEN Z ANALIZA

7.1. ANALIZOWANE ZADANIE, PRZYJETA FUNKCJA KSZTALTU ORAZ
INNE ZALOZENIA

Rozpatrujemy pret krepy, beznaprezeniowo zakrzywiony. Pret ten ma przy-
jeta wstepna, niewielkg krzywizne, funkcje wo (x, to). Pret jest jednorodny, o ge-
stosci objetosciowej p, liniowo sprezysty i izotropowy o cechach E, G, niezmien-
nym polu przekroju poprzecznego A i momencie bezwtadnosci I (rys. 4.2). Ana-
lizujemy pret podlegajacy nieliniowym przemieszczeniom i odksztatceniom.

Ze wszystkich rownan 1 wzordw (5.9) + (5.15) wynika, ze funkcja ksztaltu
moze by¢ liniowa, gdyz co najwyzej wystepuje pierwsza pochodna tej funkcji.
W zwiazku z tym do dalszych analiz i obliczen przyj¢to nastepujaca, najprostsza
liniowg funkcj¢ ksztattu (rys. 7.1.):

1
D; = di(&) = 5(1 +&:$)

(7.1)
i=1,2
gdzie:
& — bezwymiarowa funkcja £e(—1,1 ),
& — wielkos¢ regulujaca znak,

w (1 dlai=2
i = LJ_Maizl

X=¢a

1 2

| | |

[ I 1

/\V a /\V a /\V

2a

K ¥
—a <x<a
-1<¢é<1

1<f=r<1
<=¢<

Rys. 7.1. Rozpatrywany element skonczony preta (ES)
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Wiadomo, ze przy analizie zginania belek stosuje si¢ prawie zawsze nieli-
niowe funkcje ksztattu (zwykle wielomiany 3. stopnia). Sa to funkcje wynikajace
z rozwigzania réwnania roézniczkowego jednorodnego opisujacego zginanie
belki. Otrzymujemy wtedy funkcje ksztaltu ,, dopasowane”, co prowadzi do tego,
ze do wystarczajagco doktadnych obliczen mozna stosowa¢ mniejsza liczbg ES.
Od razu wiadomo, ze stosowanie liniowych funkcji ksztalttu wymagaé bedzie
wigkszej liczby ES.

Znajac funkcje ksztattu mozna opisa¢ za pomocg parametréw weztowych
rf (t) nastepujace funkcje przemieszezen ES (rys. 5.3):

» przemieszczenia osiowe

u(x, t) = f(x)r(t), ii=1,2,...,6

(7.2)
1
Pt i=14 of= 5(1 + &18)
b
i=2,35,6 ot =0
U def {_1 dlal = 1
77U dlai=4
» przemieszczenia poprzeczne
w(x, t) = &) (x) ry(t), i=1,2,...,6
(7.3)
1
pp o J1=25 @F =1+
i=1,3,4,6, DY =0
W def {_1 dlal - 2
' 7 U0 dlai=5
» Kkat obrotu
Yoo t) = (D), =126
(7.4)
1
P Y _
oV i=36 & = Eﬂ"‘f?f)
i=1,2,45, o’ =0

Y 4 (—1ldlai=3
§ {1 dlai=6
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Majac ustalong funkcj¢ ksztattu ES (7.1) + (7.4) mozna opisa¢ macierze cha-
rakteryzujace ES, czyli “K, M i"“F oraz takze mozna opisa¢ parametrami wezto-
wymi () poszczegdlne nieliniowe macierze sztywnosci, tj. “K°(r) i "WK(r) oraz
NF (5.10) = (5.15). Nastepnie po globalizacji (agregacji) otrzymujemy uktad row-
nan rézniczkowych zwyczajnych ze zmiennymi wspotczynnikami (zaleznymi od
r) (5.19). Réwnanie to sprowadzamy do postaci (5.21) i nastgpnie prowadzimy
proces rekurencyjny stosujgc metode Newmarka (pkt. 6.2 niniejszej pracy).

7.2. WYZNACZENIE SILY KRYTYCZNEJ PRZY STATYCZNYM OBCIAZENIU

Rozpatruje si¢ nastgpujgcy problem testujacy opracowany model oblicze-
niowy:

» Analiza obliczeniowa dotyczy preta krepego, beznaprezeniowo zakrzy-
wionego. Oznacza to, ze pret ma przyjeta niewielkg krzywizng wstgpna
wo(X) (rys. 4.2). Pret wykonany jest z materialu jednorodnego o statej
gestosci objetosciowej p, z materiatu liniowo sprezystego i izotropo-
wego. Pret jest obcigzony sita P (rys. 4.2).

» Celem niniejszego zadania jest sprawdzenie efektywnos$ci przyjetego
modelu obliczeniowego, a w szczegdlnosci:

e ustalenie zbieznos$ci procesu iteracyjnego, co w istocie oznacza
weryfikacje 1 ewentualng modyfikacje umownego wzoru (6.3);
rozwazania dotyczg przypadku, kiedy sita P « PE. (sity krytycz-
nej obliczonej wg wzoru Eulera);

e obliczenie umowne;j sity krytycznej Py przy uwzglednieniu defi-
nicji umownej utraty statecznosci (6.9); to postepowanie prowadzi
do weryfikacji poprawnosci tej umowy.

Whnioski ilosciowe i jakosciowe stanowig wskazowki do analiz bardziej zaawan-
sowanych, kiedy sita $ciskajaca P(z) jest np. funkcja czasu.

Jako dane do zadania przyjeto belke wolnopodpartg o dtugosci 1 = 6,0 m,
o przekroju poprzecznym prostokagtnym: b = 0,2 m, h = 0,4 m. Rozpatruje si¢ pret
stalowy, E=2,1 - 10° MPa, G = 0,8 - 10° MPa, p = 0,078 MN/m?, wspotczynnik
k= 5/6.

Model obliczeniowy preta poddanego obcigzeniu Sciskajgcemu zaprogramo-
wano w autorskim programie w jezyku C++. Po wprowadzeniu niezb¢dnych da-
nych i wprowadzeniu wstepnej krzywizny o ksztalcie paraboli drugiego stopnia
ze strzatka ugiecia rowng 0,001 m, obliczono sit¢ krytyczng, ktora powoduje
utrate stateczno$ci rozwazanego preta.

Przy statycznym dziataniu sity P, rownanie ruchu w postaci (5.21) przecho-
dzi w rdwnanie rownowagi

[ ‘K + K@)+ "VK(@)|r = F.
(7.5)
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Do rozwigzania tego rOwnania stosujemy proces iteracyjny, rozwiazujac rowna-
nie

Lkr = P(),
(7.6)
gdzie
P(r)=F+ K@) + "V K@®)]r.
(7.7)

Wiadomo, Zze w niniejszej pracy w wyprowadzonych rownaniach uwzgled-
nia si¢ zaawansowane nieliniowos$ci geometryczne oraz krzywizng wstepng preta
wo(x). To powoduje, ze wyznaczona sita krytyczna wg takiego modelu oblicze-
niowego bedzie sitg bardziej obiektywna niz sita wyznaczona wg wzoru Eulera.
Mozna jednak zauwazy¢, ze sita wyznaczona wg autorskiego modelu obliczenio-
wego musi lokalizowaé si¢ w otoczeniu sity krytycznej Eulera Pyt

Jak wspomniano na wstepie rozprawy, problematyke statecznosci jako
pierwszy analizowat Euler, ktory wyprowadzit wzor na site krytyczna, powodu-
jaca wyboczenie preta prostego, Sciskanego przy wyboczeniu sprezystym

. L EI
Pl = = 61,407 MN,
w

(7.8)
gdzie EI jest sztywnoscia gigtna, a 1,, dlugosciag wyboczeniowg preta.

Wyniki dotyczace zaleznosci pomiedzy ugigciem w srodku rozpigtosci preta
w stosunku do przyktadanej sity statycznej przedstawiono na rysunku 7.2. Widac,
7e poczatkowo (przy sile P < PE.) wykres zaleznosci pomiedzy obcigZeniem
a przemieszczeniem jest prawie liniowy i spetnia warunek statecznosci (6.8). Po-
tem przy wigkszej sile P nastepuje wigkszy wplyw nieliniowo$ci geometrycz-
nych, stad zalezno$¢ pomigdzy obcigzeniem a przemieszczeniem jest coraz bar-
dziej nieliniowa. Dalsze zwickszanie sity P (nawet niewielkie) powoduje bardzo
duzy przyrost przemieszczen. Na podstawie przyjetego umownego warunku sta-
tecznosci (6.9) ustalono wartos$¢ sity krytycznej.
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Rys. 7.2. Ugiecie w $rodku rozpigtosci preta w funkeji wartosci sity obciazajacej pret

Na podstawie analizy wynikow obliczen mozna sformutowaé nastepujace synte-
tyczne wnioski:

» Warto$¢ umownej sity krytycznej zostata ustalona wg kryterium (6.9)
1 wynosi Py = 55,859 MN. Warto$¢ silty krytycznej obliczonej wg wzoru
Eulera (7.5) wynosi PE. = 61,407 MN.

» Przebieg przyrostu przemieszczen w zalezno$ci od wzrastajacej sity
przedstawiony na wykresie (rys. 7.2) potwierdza teoretyczne zalozenia,
przedstawione w punkcie 6.4 niniejszej rozprawy i zobrazowane na wy-
kresie (rys. 6.1).

» Wartosci sit przedstawione na wykresie (rys. 7.2) zostaty obliczone przy
podziale preta na 150 elementdéw skonczonych ES.

Sporzadzono jeszcze wykres zaleznosci przemieszczenia poziomego pod-
pory B w zaleznosci od sity P (rys. 7.3). Przebieg tego wykresu jest podobny do
wykresu ugiec (rys. 7.2).
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Rys. 7.3. Przemieszczenie poziome podpory B w funkcji wartosci sity obcigzajacej pret

Na podstawie wykresu (rys. 7.3) i kryterium (6.9) ustalono wartos¢ sity krytycz-
nej wynoszacej P = 59,210 MN. Warto$¢ ta pokrywa si¢ z doktadnoscia ok. 10%
z sitg P wezesdniej ustalong. Na podstawie wykresu (rys. 7.3) mozna ustali¢ tan-
gens kata 3 wynoszacy tgf = 2,747, czyli § = 70°. Warto$¢ t¢ mozna zweryfiko-

waé w przyblizeniu korzystajac z klasycznego prawa Hooke’a

Al = Pl
~EA
przeksztatcajac w odpowiedni sposob
P=Al-tgf’,
gdzie
cop = EA_ 210 10°-0,2:04 200N
9k’ = - 6 B m
B' =89,97°

(7.9)

(7.10)

(7.11)

Z powyzszej analizy wynika zréznicowanie katow (3. Zréznicowanie to wynika
z bardziej zaawansowanego modelu obliczeniowego (nieliniowo$ci geome-
tryczne, sprzgzenie przemieszczen poprzecznych z podtuznymi, wstepna krzywi-
zna preta), czego nie uwzglednia klasyczne prawo Hooke’a (7.9). Z wykresu (rys.
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7.3) wynika, ze po przekroczeniu umowne;j sity krytycznej spada sztywnosc¢ po-
dtuzna preta.

Wyniki obliczen dotyczgce zaleznoséci pomig¢dzy liczbg elementow skonczo-
nych a wartoscig obliczonej sity krytycznej przedstawiono w tabeli 7.1 i zobra-
zowano na rysunku 7.4. Z otrzymanego wykresu wynika, ze przy malej liczbie
ES uzyskujemy zupelnie niemiarodajne wyniki obliczen. Te nieprawidlowosci
wynikajg z wybranych liniowych funkcji ksztaltu. Z przeprowadzonej analizy
wynika, ze w rozwazanym zadaniu nalezy przyja¢ minimum ok. 50 ES.

Tabela 7.1 Warto$¢ sity krytycznej w zaleznosci od przyjetej liczby elementow skonczo-
nych

Liczba elementow Warto$¢ obliczonej
skonczonych sity krytycznej [MN]
10 95,249
20 66,156
50 57,589
100 56,104
150 55,859
250 55,749
500 55,598
120
=z 100
>
.qc_)‘ 80
g
£ 60
=
:; 40
2
@
2 20
0
0 100 200 300 400 500 600

liczba elementdéw skoniczonych

Rys. 7.4. Zalezno$¢ wartosci obliczanej sity krytycznej od liczby elementéw skonczo-
nych
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Na podstawie analizy wynikéw obliczen mozna sformutowaé nastgpujace
syntetyczne wnioski:
» Liczba elementdéw skonczonych wptywa oczywiscie na doktadnos¢ ob-
liczonej sity krytyczne;.
» Roznica w obliczonej wartosci sity krytycznej przy 150 i 250 elemen-
tach skonczonych jest niewielka

PL20 — p250 55,859 — 55,749
(7.12)

kr

W zwigzku z tym do dalszych obliczen przyjeto 150 elementow skon-
czonych. Ta uwaga dotyczy takze przypadkow, kiedy sita P jest inna
IllZ Pkr.

» Tak duza liczba elementdéw skonczonych jest efektem przyjecia linio-
wej funkcji ksztattu w opisie ES.

W calym toku obliczen iteracyjnych niezbedne jest spelnienie warunku
(6.3), czyli doktadnos$ci rozwigzania rownania rownowagi (7.6). Warunek ten
sprawdzano dla kazdej sity P. W przypadku Py, doktadno$¢ ta wyniosta

55,717

emax = 0,0396 < Sdop = W

=0,111.
(7.13)

Interesujagcym problemem jest oszacowanie wptywu nieliniowych macierzy
sztywnosci YK (1) i "NK (1) na wyniki obliczen, czyli wyznaczenie przemiesz-
czen r w zaleznosci od wartosci sity P. Wiadomo, Zze po wyznaczeniu przemiesz-
czen r w procesie iteracyjnym, musi by¢ spetnione rownanie rownowagi (7.5)
z zatozong doktadnoscia (6.3). Oznacza to w istocie rdwno$¢ prawej i lewej
strony tego rownania. Mozemy wi¢c rownanie (7.5) zapisa¢ w postaci:

lp+ Np + NNp = F,
(7.14)
gdzie
Lp = Lkgy,
Np = Ngy, (7.15)

NNP — NNKT'.
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Zapis w postaci (7.15) umozliwia jednoznaczne okres$lenie wplywu macierzy
sztywnosci, tj. macierzy liniowej “K (niezaleznej od r), pierwszej macierzy nie-
liniowej VK (zaleznej od r) i drugiej macierzy nieliniowej “VK (zaleznej od r)
na wynik obliczen w zaleznosci od wartosci sity P i ugiecia poczatkowego wo(x).
Nalezy spodziewac sig, ze przy P « Py, dominowac bedzie macierz liniowa
LK, a wptywy macierzy nieliniowych VK(r) i ¥NK(r) beda $ladowe, co pro-
wadzi do prawie liniowego przebiegu przemieszczen (rys. 7.2). Przy wzrastajgcej
sile P znaczenie macierzy nieliniowych wzrasta, czego obrazem jest wykres nie-
liniowy przebiegu przemieszczen (rys. 7.2).

7.3. WYZNACZENIE SILY KRYTYCZNEJ PRZY OBCIAZENIU PRETA SILA
HEAVISIDE’A

Przy obcigzeniu dynamicznym nalezy rozwigza¢ rOwnanie rownowagi dy-
namicznej, tzn. rownanie ruchu w postaci (5.21). Jest to w istocie uktad rownan
rozniczkowych zwyczajnych wzgledem czasu. Do rozwigzania tego uktadu sto-
sowac bedziemy wzory rekurencyjne Newmarka w wersji bezwarunkowo stabil-
nej (6.1). Przyjeto do obliczen krok catkowania o wartosci At = 1+ 10~*s. Ob-
cigzenie stanowi sita Heaviside’a

P(t) = Py H(1),
(7.16)
gdzie
0dlat<0

ldlat>=0 (7.17)

H(t) :{

jest funkcja Heaviside’a. Przyjeto, ze amplituda sily Py zmienia si¢ procentowo
w stosunku do sily krytycznej Py, = Pj, wyznaczonej w przypadku statycznego
dziatania sity P (pkt. 7.2 rozprawy), tzn. Py € (5% Pj,, 105% P};,.), P;;, =55,859
MN.

Zrealizowane zadanie ma gldwnie na celu sprawdzenie poprawnosci przyje-
tego modelu obliczeniowego, a mianowicie:

» Analiza przemieszczen poprzecznych i podluznych w zaleznosci od
wartos$ci sity Py, tj. analiza odnoszaca si¢ do oceny jakos$ciowej prze-
mieszczen w funkcji czasu.

» Analiza amplitud przemieszczen poprzecznych i podhuznych w zalez-
nosci od wartosci sity Py.

» Analiza okresOw oraz czestosci drgan poprzecznych i podiuznych w za-
leznosci od wartosci sity Po.

» Ustalenie warto$ci sity krytycznej Py

Na wykresach (rys. 7.5) + (rys. 7.22) przedstawiono wyniki dotyczace ana-
lizy przemieszczen poprzecznych i podtuznych w precie w zaleznosci od warto$ci
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sity Po. W tabeli 7.2 oraz na wykresie (rys. 7.23) przedstawiono wartosci ampli-
tud przemieszczenia poprzecznego preta w srodku rozpigtosci dla wyboczenia
dynamicznego i statycznego w zalezno$ci od wartosci sity Po. W tabeli 7.2 przed-
stawiono rowniez wartosci amplitud przemieszczen podtuznych preta dla obcia-
Zenia statycznego i dynamicznego, w miejscu przytozenia sity (w miejscu pod-
pory przesuwnej), a na wykresie (rys. 7.24) zobrazowano wyniki tych obliczen.
Na podstawie danych z tabeli 7.2 dotyczacych dtugosci okresu drgan poprzecz-
nych sporzadzono wykres (rys. 7.25) przedstawiajacy zalezno$¢ dtugosci okresu
drgan poprzecznych preta od wartosci procentowe;j sily krytycznej statycznej. Na
podstawie powyzszych obliczen i analiz mozna podaé nast¢pujace syntetyczne
wnioski:

» Wraz ze wzrostem warto$ci sity Py zwigkszajg si¢ wartosci amplitud
przemieszczen poprzecznych i podtuznych.

» 7 wykresu (rys. 7.23) wynika, ze amplitudy przemieszczen poprzecz-
nych zaré6wno dla sity dziatajacej statycznie, jak i dynamicznie wpierw
maja przebieg prawie liniowy (przy matych wartosciach sity (Pp <
Pg.), a przy wigkszych sitach Py wykres ten przechodzi w forme nieli-
niowa.

» Z wykresu (rys. 7.24) wynika, ze przemieszczenia podtuzne majg row-
niez przebieg prawie liniowy zarowno dla sity dzialajacej statycznie,
jak 1 dynamicznie.

» Wraz ze wzrostem wartos$ci sity Py ro$nie dhugos$¢ okresu drgan po-
przecznych. Przebieg tego wykresu poczatkowo jest prawie liniowy,
natomiast przy wickszych wartos$ciach sity wykres przechodzi w forme
nieliniowa.

» Okres drgan podtuznych bez wzgledu na wartos¢ przyktadanej sity Py

ma takg samg dtugos$¢. Oznacza to, ze drgania podtuzne majg charakter

harmoniczny z amplituda o = 1336,85 %, czyli okresem

T=47-10*s. Wynika z tego w przypadku obcigzenia preta sita Heavi-
side’a, ze drgania podluzne przebiegaja z podstawowa czestoscig drgan
podtuznych wynoszacych (ponizszy wzor jest stuszny w przypadku
drgan niesprz¢zonych)

m|E m 2,1-105_8587rad
=T 6l 0078 =% 5

. . 2m
czyli o okresie T' = -

(7.18)

=P 2T 4351074
“w 8587 ' S

(7.19)
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Okres drgan odczytany z wykresow (rys. 7.5) + (rys. 7.22) wynosi
T=47-10"s. Zroznicowanie tych okresdéw wynika ze sprzezenia drgan
poprzecznych i podtuznych, krzywizny wstepnej wo(x) oraz uwzgled-
nienia w modelu obliczeniowym roznego typu nieliniowosci geome-
trycznych, czego nie uwzglednia si¢ we wzorze (7.18).

» Przebieg wykresu dotyczacego wartosci amplitud przemieszczen po-
przecznych w zaleznosci od zmieniajacej si¢ wartosci sity Py potwier-
dza zalozenia przyjete w pkt. 6.4 niniejszej rozprawy. W przypadku
analizy amplitud przemieszczen podhuznych zauwazono prawie liniowa
zalezno$¢ od wartosci sity P (rys. 7.24). To §wiadczy o dominacji drgan
podtuznych nad poprzecznymi. W otoczeniu sity krytycznej nastepuje
zatamanie linii prostej (rys. 7.24). Warto jeszcze zwrdci¢ uwage na kat
[ charakteryzujacy spr¢zystos¢ preta. Przy obcigzeniu sitg statyczng kat
B wynosi 70°, a przy obciazeniu dynamicznym [’ = 54° (rys. 7.24).
Wynika to z tego, Zze przy obcigzeniu dynamicznym silag Heaviside’a
amplituda przemieszczen jest 2 razy wigksza od przemieszczen powsta-
jacych od statycznego dziatania takiej samej sity, ale taka prawidtowos¢
zachodzi dla osrodka geometrycznie liniowego, przy niezaleznoSci
drgan podtuznych od poprzecznych oraz braku krzywizny wstepne;.

> Analogicznie jak w punkcie 7.2 niniejszej rozprawy, wyznaczono sile
krytyczng przy obcigzeniu preta sitag Heaviside’a wg kryterium (6.9).
Warto$¢ sity krytycznej odczytano z wykresu charakteryzujacego drga-
nia poprzeczne (rys. 7.23) i wyniosta ona Py, = 44,701 MN, co odpo-
wiada 80% wartosci sily krytycznej obliczonej w przypadku obcigzenia
preta silg statyczng. Sile krytyczng odczytano rowniez z wykresu cha-
rakteryzujacego drgania podtuzne i wyniosta ona Py = 51,390 MN, co
odpowiada 92% wartosci sity krytycznej obliczonej w przypadku ob-
cigzenia preta silg statyczng (rys. 7.24). Z wykresu (rys. 7.25), na kto-
rym przedstawiono zaleznos$¢ dtugosci okresu drgan poprzecznych od
warto$ci sity wynika, ze P, = 41,894 MN, co stanowi 75% warto$ci
sity krytycznej obliczonej w przypadku obcigzenia preta silg statyczng.

» W calym toku obliczen nadal spelniany byt warunek doktadnosci (6.3).
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Rys. 7.17. Przemieszczenie przy dzialaniu sity o warto$ci rownej 65% Pkr =36,319 MN
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Rys. 7.19. Przemieszczenie przy dziataniu sity o wartosci rownej 75% Pkr = 41,907 MN

0,015

0,01
0,005 m
0

-0,005 B
-0,01
-0,015
-0,02
-0,025
-0,03
-0,035
-0,04

161
01
0

przemieszczenie, m

liczba chwil

e NrzE€Mieszczenie poprzeczne w potowie preta
e Drzemieszczenie podtuzne w miejscu przytozenia sity

= przE€Mieszczenie poprzeczne w 3/4 dtugosci preta

Rys. 7.20. Przemieszczenie przy dzialaniu sity o warto$ci rownej 80% Pkr = 44,701 MN
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Rys. 7.21. Przemieszczenie przy dziataniu sity o wartosci rownej 85% Pkr = 47,494 MN
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Rys. 7.22. Przemieszczenie przy dziataniu sity o wartosci rownej 90% Pkr = 50,288 MN
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Tabela 7.2 Zestawienie wartosci amplitud ugigcia preta w Srodku rozpigtosci dla wybo-
czenia dynamicznego i statycznego, wartosci amplitud przemieszczen podtuznych oraz
okresu drgan poprzecznych

Amplit.uda Amplituda Przemiesz-
przer.nlesz- przemiesz- czenie po-

Wartos¢ czenia po- czenia po- przecznew | Przemiesz-
procen- | PTzeczNego W dtuznego— | $rodkuroz- | czenie po-

towa sity ?rOd,kl.J roz- Okres sita dyna- | pietosci preta| dtuzne
kryty;:znej pf::i?:zypr:;ijta drgar po- miczna —sitasta- | preta—sita

Prer miczna przecznych tyczna statyczna

[%] 10%[m] 10 [s] 1103 [m] 1103 [m] 1103 [m]
5 1,110 380 2,16 1,046 0,997
10 1,238 400 4,33 1,100 1,995
15 1,372 410 6,50 1,160 2,993
20 1,536 420 8,67 1,226 3,991
25 1,713 440 10,84 1,300 4,989
30 1,921 460 13,00 1,383 5,987
35 2,155 480 15,17 1,477 6,984
40 2,435 490 17,00 1,584 7,982
45 2,784 510 19,51 1,700 8,980
50 3,194 530 21,00 1,850 9,978
55 3,699 550 23,84 2,019 10,977
60 4,339 600 26,01 2,220 11,974
65 5,143 650 28,17 2,464 12,973
70 6,123 700 30,34 2,768 13,971
75 7,603 780 32,51 3,154 14,970
80 9,898 880 34,68 3,663 15,969
85 13,798 1000 37,01 4,363 16,969
90 23,656 1250 39,14 5,388 17,971
95 27,990 1470 41,17 7,031 18,947
100 39,051 1700 48,37 10,065 19,989
105 53,669 1920 75,62 17,661 21,070
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Rys. 7.23. Wartos¢ amplitud przemieszczenia poprzecznego preta przy obciazeniu silg
Heaviside’a i przemieszczenia poprzecznego preta przy obciazeniu sitg statyczng w
funkcji zmiennej procentowo sily krytycznej statycznej
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Rys. 7.25. Dhugo$¢ okresu drgan poprzecznych preta w zalezno$ci od warto$ci procento-
wej sity krytycznej

7.4. WYZNACZENIE SILY KRYTYCZNEJ PRZY OBCIAZENIU HARMONICZ-
NYM

Zadanie ponizsze r6zni si¢ od zadania przedstawionego w pkt. 7.3 innym
typem obciazenia P(t). Pret obcigza si¢ sitg harmoniczng w postaci

P(t) = Pysinwt
(7.20)

gdzie w oznacza czesto$¢ sity wymuszajacej. Przyjeto do obliczen w = 40 %

oraz zmieniajacg si¢ warto$¢ sity wymuszajacej Po. Obliczenia wykonano dla
2500 chwil przy At = 1 - 10™*s. Przemieszczenia poprzeczne i podtuzne zobra-
zowano na wykresach (rys. 7.26) + (rys. 7.40). Mozna poda¢ nastgpujgce synte-
tyczne wnioski wynikajace z otrzymanych przebiegéw przemieszczen w czasie:
» Przy mniejszych warto$ciach amplitudy sity wymuszajacej Po dominuja
drgania podluzne odbywajace si¢ z czestoscia sily wymuszajacej
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w =40 %, o okresie T = 0,157 s, a drgania poprzeczne sg niewielkie

(o bardzo matych amplitudach). Z wykresow (rys. 7.26) = (rys. 7.40)
odczytano okres drgan podtuznych T = 0,150 s, co potwierdza prawi-
dtowos¢ wnioskowania o dominacji drgan podtuznych. Przy zwigksza-
jacej si¢ sile Py drgania podtuzne nadal zachowujg wczesniejszy cha-
rakter, a drgania poprzeczne sg coraz bardziej zauwazalne. Nalezy do-
da¢, ze amplitudy drgan poprzecznych sg zmienne. Ze wzrostem sity Pg
zwigkszajg si¢ istotnie amplitudy drgan poprzecznych, a maleja ampli-
tudy drgan podtuznych, nawet przy pewnej sile Py zaczynaja domino-
wac drgania poprzeczne.

Nalezy przypuszczaé, ze przy pewnej wartosci sity Py nastgpi gwal-
towny przyrost amplitudy drgan poprzecznych. Na podstawie poglebio-

nej analizy nalezaloby ustali¢ przede wszystkim P ..

0,005
0,004
0,003
g 0,002
9
£ 0,001
N
§ 0
1] I I =
= O O O O O o
g 0,001 OO 9 NMmT
O = = = e
N -0,002
o
-0,003
-0,004
-0,005
liczba chwil

= IZEMieszczenie poprzeczne w potowie preta
= przemieszczenie podiuzne w miejscu przytozenia sity

przemieszczenie poprzeczne w 3/4 dtugosci preta

Rys. 7.26. Przemieszczenie przy dziataniu sity o warto$ci rownej 10 MN
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Rys. 7.27.. Przemieszczenie przy dziataniu sity o wartosci rownej 20 MN
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Rys. 7.28. Przemieszczenie przy dziataniu sity o wartosci rownej 30 MN
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= OIZEMieszczenie poprzeczne w potowie preta
e Drzemieszczenie podtuzne w miejscu przytozenia sity

przemieszczenie poprzeczne w 3/4 dtugosci preta

Rys. 7.29. Przemieszczenie przy dziataniu sity o wartosci rownej 40 MN
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Rys. 7.30. Przemieszczenie przy dziataniu sity o wartosci rownej 50 MN
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Rys. 7.31. Przemieszczenie przy dziataniu sity o wartosci rownej 60 MN
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Rys. 7.32. Przemieszczenie przy dziataniu sity o wartosci rownej 63 MN

Model numeryczny wyboczenia dynamicznego pretow z wykorzystaniem metody
elementow skonczonych



86

0,03

0,02

0,01

-0,01

przemieszczenie, m
o

-0,02

-0,03
liczba chwil

e DrZEMi€szczenie poprzeczne w potowie preta
= przemieszczenie podtuzne w miejscu przytozenia sity

przemieszczenie poprzeczne w 3/4 dtugosci preta

Rys. 7.33. Przemieszczenie przy dziataniu sity o wartosci rownej 64 MN
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Rys. 7.34. Przemieszczenie przy dziataniu sity o wartosci rownej 65 MN

Model numeryczny wyboczenia dynamicznego pretow z wykorzystaniem metody
elementow skonczonych



87

0,04
0,03
0,02
0,01

-0,01
-0,02
-0,03
-0,04
-0,05

przemieszczenie, m

liczba chwil

= DrzE€Mmieszczenie poprzeczne w potowie preta
e nrzemieszczenie podtuzne w miejscu przytozenia sity

przemieszczenia poprzeczne w 3/4 dtugosci preta

Rys. 7.35. Przemieszczenie przy dziataniu sity o wartosci rownej 66 MN
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Rys. 7.36. Przemieszczenie przy dziataniu sity o wartosci rownej 67 MN
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Rys. 7.38. Przemieszczenie przy dziataniu sity o wartosci rownej 75 MN
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Rys. 7.39. Przemieszczenie przy dziataniu sity o wartosci rownej 80 MN
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Rys. 7.40. Przemieszczenie przy dziataniu sity o wartosci rownej 90 MN
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8. WNIOSKI KONCOWE

1.  Przedmiotem rozprawy bylo wyboczenie dynamiczne pretow wstepnie
zakrzywionych, obciazonych silg $ciskajaca zmienng w czasie P(t).
W formutowaniu rownan opisujacych takie zagadnienie poczatkowo-
brzegowe uwzgledniono zaawansowane nieliniowosci geometryczne
takich pretow.

2. Celem rozprawy bylo opracowanie efektywnego, numerycznego modelu
obliczeniowego wyboczenia pretdw przy obcigzeniu dynamicznym sitg
sciskajacg. Cel pracy w istocie korespondowatl z tezg pracy: ,,Mozliwe
jest uzyskanie efektywnego rozwigzania zagadnienia poczqgtkowo-brze-
gowego wyboczenia dynamicznego pretow z wykorzystaniem metody ele-
mentow skonczonych i metod bezposredniego catkowania rownan ru-
chu”.

3. W zakres rozprawy wchodzita w szczegolnosci nastepujaca problema-
tyka:

» wprowadzenie do tematyki statecznosci oraz studia literaturowe do-
tyczace modelowania fizycznego i matematycznego statecznosci
pretow;

» sformulowanie poczatkowo-brzegowe wyboczenia pretow;

» sformulowanie rownania ruchu w metodzie elementéw skonczo-
nych z wykorzystaniem metody bezposredniego catkowania rownan
ruchu (metodg Newmarka);

» opis przyjetego modelu obliczeniowego z wymaganymi zatoze-
niami,

» przyktady obliczen z analizg;

» wnioski konicowe.

4.  Cel pracy zostatl osiggniety, a teza badawcza udowodniona, poniewaz:

» sformulowano zagadnienie poczatkowo-brzegowe wyboczenia dy-
namicznego pretow w postaci uktadu rownan rézniczkowych czgst-
kowych i nastepnie rOwnania pracy wirtualne;j;

» sformutowane zagadnienie poczatkowo-brzegowe rozwigzano me-
todami numerycznymi, tj. metodg elementéw skonczonych (MES)
1 metoda bezposredniego catkowania rownan ruchu — metodg New-
marka;

» zaproponowano algorytm obliczen, czyli w istocie stworzono model
obliczeniowy 1 nastgpnie opracowano program komputerowy shu-
zacy do walidacji tego modelu;

» w ramach walidacji modelu obliczeniowego wykonano i przeanali-
zowano kilka przyktadow; rezultaty walidacji wypadly pozytywnie.

5. Znaczenie naukowe zrealizowanego zadania badawczego:

» Wyboczenie pretow z imperfekcjami (krzywizna wstgpna, mimo-
srodowe przylozenie sily), zaawansowane nieliniowo$ci geome-
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tryczne, zmienna w czasie sita Sciskajaca, powoduja, ze otrzymu-
jemy nieliniowe rownania rozniczkowe (czastkowe). Rozwigzanie
takiego problemu naukowo-badawczego jest ztozone i trudne. Zwy-
kle w takim przypadku dokonuje si¢ pewnych uproszczen rownan.
W niniejszej rozprawie zrezygnowano z takich uproszczen.

» Do rozwigzania zagadnienia poczatkowo-brzegowego uzyto metody
elementow skonczonych (MES) i nastepnie bezposredniej metody
catkowania rownan ruchu, metody Newmarka. W ten sposob roz-
wigzanie ukladu rownan rozniczkowych zwyczajnych (sprzezo-
nych) sprowadzono do procesu rekurencyjnego. Problem tutaj pole-
gal na tym, ze rownania rekurencyjne to rownania algebraicznie nie-
liniowe. W zwiazku z tym pojawily si¢ nastepujace problemy:

e problem wyboru i opracowania metody iteracyjnej rozwiazy-
wania rownan rekurencyjnych;

e problem dokladno$ci rozwigzywania rownan rekurencyjnych;

e problem zbieznosci przyjetej metody iteracyjne;j.

» Oddzielnym, podstawowym i najwazniejszym problemem bylo
przyjecie kryterium utraty statecznosci preta. W ogolnosci wia-
domo, Ze utrata stateczno$ci przy dynamicznym dziataniu sity moze
nastgpi¢ w przypadku dzialania na pret sity krytycznej przy ustalo-
nej czgstosci wymuszenia lub przy czgstosci krytycznej i ustalonej
wartosci sity P. W rozprawie przyjeto 1 zdefiniowano umowng site
krytyczna.

6.  Znaczenie praktyczne rozwazanego w rozprawie problemu naukowego:

» Stateczno$¢ pretow jest waznym zagadnieniem praktycznym bu-
downictwa (i nie tylko) przy projektowaniu, np. stupéw obiektow
budowlanych, $ciskanych pretow kratownicy. Z imperfekcjami
w elementach konstrukcyjnych zawsze mamy do czynienia, stad
w tworzonych modelach obliczeniowych i projektowych nalezy nie-
zamierzone mankamenty koniecznie uwzgledniac.

» W wielu obiektach budowlanych mamy bardzo czg¢sto do czynienia
z obcigzeniami dynamicznymi (np. w konstrukcjach mostow, masz-
tow) 1 na pewno zawsze wystapi problem stateczno$ci wybranych
elementow konstrukcyjnych. Przy dynamicznych obcigzeniach,
przy imperfekcjach, duze znaczenie mogg mie¢ réznego rodzaju nie-
liniowosci geometryczne (np. wpltyw $cinania, nieliniowos$ci wyz-
szego rzedu), stad w takim przypadku nalezy stosowac bardziej za-
awansowane modele obliczeniowe. Takg udang probe podjeto w ni-
niejszej rozprawie.

7.  Wskazania/zalecenia autorki odnoszace si¢ do dalszych badan i analiz
dotyczace statecznosci przy dynamicznych obcigzeniach:
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» Wskazane sa dalsze poglebione analizy pretow poddanych zwlasz-
cza harmonicznym obcigzeniom przy stosowaniu modelu oblicze-
niowego przedstawionego w niniejszej rozprawie.

» Wskazane jest, aby opracowany model obliczeniowy wzbogacié
0 wyboczenie niesprezyste.
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STRESZCZENIE

Model numeryczny wyboczenia dynamicznego pretow
z wykorzystaniem Metody Elementow Skonczonych

mgr inZ. Izabela Kasprzyk

Stowa kluczowe: stateczno$¢ preta krepego, obcigzenie Sciskajace zmienne
w czasie, metoda elementow skonczonych, metoda Newmarka, numeryczny
model obliczeniowy

Przedmiotem niniejszej pracy jest wyboczenie dynamiczne pretow krepych, wstep-
nie zakrzywionych poddanych obcigzeniu $ciskajagcemu i zmiennemu w czasie P(t).
W pracy ulozono roéwnania opisujace zagadnienie poczatkowo-brzegowe
z uwzglednieniem przede wszystkim zaawansowanych nieliniowosci geometrycznych.
Sformutowano przy tych zatozeniach macierzowe rownanie ruchu w metodzie elemen-
tow skonczonych (MES), ktore rozwigzano z wykorzystaniem metody bezposredniego
catkowania rownan ruchu (metodg Newmarka). Pewnym istotnym problemem bylo to, Ze
macierz sztywnosci jest nieliniowa (zalezna m.in. od przemieszczen poprzecznych i po-
dtuznych), co powoduje dalej powstanie nieliniowych rownan algebraicznych (po zasto-
sowaniu metody bezposredniego catkowania réwnan ruchu). To doprowadzito do opra-
cowania metody iteracyjnego rozwigzania takich rownan, z czym wiaze si¢ zbieznos¢
metody iteracyjnej i doktadno$ci rozwigzania. Podstawowym problemem bylo przyjecie
definicji statecznosci preta w rozwazanych przypadkach obcigzen dynamicznych. W
pracy przyjeto umowne kryterium utraty statecznosci. Biorac powyzsze zatozenia pod
uwage opracowano numeryczny model obliczeniowy prowadzacy w efekcie do okresle-
nia m.in. stanu oznaczajacego moment utraty statecznosci preta krepego przy rozwaza-
nych przypadkach obcigzenia dynamicznego.

W celu walidacji opracowanego numerycznego modelu obliczeniowego napisano
program komputerowy. Rozwazano elementarne przypadki obcigzen sitg $ciskajaca, co
umozliwilo przeprowadzenie poglebionej analizy jakosciowej i ilosciowej. Walidacja ta
wypadta pozytywnie.

Ostatecznie w rozwazanej pracy sformulowano wnioski koncowe, tj. m.in. znacze-
nie naukowe i praktyczne rozwazanego problemu naukowo-badawczego. Podano po-
nadto zalecenia odnoszace si¢ do dalszych badan, a w szczegdlnosci prowadzace do bar-
dziej zaawansowanych problemow statecznosci konstrukcji przy obcigzeniu zmiennym

w czasie.
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ABSTRACT

Numerical model of dynamic buckling of rods by using the Finite Element
Method

mgr inz. Izabela Kasprzyk

Keywords: stability of a stocky rod, variable compressive load in time, finite
element method, Newmark method, numerical computational model

The subject of this work is the dynamic buckling of stocky, pre-curved rods subjec-
ted to a time-varying compressive load P(t). In this work, equations describing the initial-
boundary problem were formulated taking into account, above all, advanced geometric
nonlinearities. Based on these assumptions, the equation of motion was formulated in the
finite element method (FEM), which was solved using the method of direct integration of
the equations of motion (Newmark's method). A significant problem was that the stiffness
matrix is non-linear (depending, among others, on transverse and longitudinal displace-
ments), which further results in non-linear algebraic equations (after applying the method
of direct integration of equations of motion). This led to the development of a method for
iterative solving of such equations, which is related to the convergence of the iterative
method and the accuracy of the solution. The basic problem was the adoption of the de-
finition of rod stability in the considered cases of dynamic loads. The conventional crite-
rion of the loss of stability was adopted in this work. Taking the above assumptions into
account, a numerical computational model was developed, leading to the determination
of, among others, the state denoting the moment of loss of stability of the stocky rod in
the considered case of dynamic load.

A computer program was written in order to validate the developed numerical com-
putational model. Elementary cases of compressive loads were considered, which allowed
for an in-depth qualitative and quantitative analysis. This validation was positive.

Eventually, the final conclusions were formulated in the considered work, i.e. scien-
tific and practical significance of the considered scientific and research problem. Recom-
mendations are also given for further testing, in particular those leading to more advanced

problems with time-varying compressive loading.
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